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Introducao

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte 2 /69



Origem da Coloracao de Grafos

Problema das Quatro Cores (Francis Guthrie, 1852)

E possivel colorir qualquer mapa politico com no maximo
quatro cores de modo que quaisquer duas regioes vizinhas
possuam cores distintas?

R Sw
Appel e Haken

Enunciado (como conjetura) em 1852 e demonstrado por
Appel e Haken em 1977.
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Origem da Coloracao de Grafos
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Coloracao de vértices

Uma k-coloracdo de vértices de um grafo sem lagos G é um mapeamento

¢: V(G) — {1,..., k} de modo que vértices adjacentes possuam cores
distintas.
Vi %)

Denotamos por x(G) o menor nimero de
cores k para o qual G admite uma
k-coloragao de vértices.

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte 5/69



Coloracao de vértices

Uma k-coloracdo de vértices de um grafo sem lagos G é um mapeamento
¢: V(G) — {1,..., k} de modo que vértices adjacentes possuam cores
distintas.

Denotamos por x(G) o menor nimero de
cores k para o qual G admite uma
k-coloragao de vértices.

vy v3

Teorema (Brooks, 1941)
Se G conexo tal que G % Kapi1 € G % Gopya, entdo x(G) < A(G). J
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Coloracao de arestas

Tait (1880)

Um grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte admite uma 4-coloracdo
de faces se e somente se ele admite uma 3-coloracdo de arestas.

%1 1 %]
Denotamos por x’(G) o menor niimero de
3 , 3 cores k para o qual G admite uma
2 k-coloragdo de arestas.
1
V4 v3
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Coloracao de arestas

Tait (1880)

Um grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte admite uma 4-coloracdo
de faces se e somente se ele admite uma 3-coloracdo de arestas.

vi L %)
Denotamos por x’(G) o menor niimero de
3 , 3 cores k para o qual G admite uma
2 k-coloragdo de arestas.
1

V4 v3
Teorema (Vizing, 1964)
Se G é um grafo simples, entdo x'(G) < A(G) + 1. J

Vizing
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Coloracao total

Entre os anos de 1965 e 1968, Behzad e Vizing introduziram, de maneira
independente, o conceito de coloragao total. J

Denotamos por x”(G) o menor nimero de
cores k para o qual G admite uma
k-colorac3o total.
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Coloracao total

Entre os anos de 1965 e 1968, Behzad e Vizing introduziram, de maneira
independente, o conceito de coloragao total. J

Denotamos por x”(G) o menor nimero de
cores k para o qual G admite uma
k-colorac3o total.

-
o, =1

Conjetura (Behzad 1965, Vizing 1966) -5
Se G é um grafo simples, entdo x”(G) < A(G) + 2. \ ‘}"

Behzad
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Rotulacao de um grafo

Podemos induzir uma rotulacdo dos vértices de G a partir de uma
coloracdo de arestas de G.

@
{13} {1.2} {2,3}
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Rotulacao de um grafo

Podemos induzir uma rotulacdo dos vértices de G a partir de uma
coloracdo de arestas de G.

@
{13} {1.2} {2,3}

Podemos induzir uma rotulacdo dos vértices de G a partir de uma
coloragdo total de G.

{1,2,3} {1,2,4} {2,3,5}
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Coloracao semiforte

e Seja G um grafo simples munido de uma colora¢3o total 7.
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Coloracao semiforte

e Seja G um grafo simples munido de uma colora¢3o total 7.

e Defina C(u) := {n(v)} U {m(uv): uv € E(G)}.
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Coloracao semiforte

e Seja G um grafo simples munido de uma colora¢3o total 7.
e Defina C(u) := {n(v)} U {m(uv): uv € E(G)}.

e Dois vértices u, v € V(G) sdo distinguidos quando C(u) # C(v).
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Coloracao semiforte

e Seja G um grafo simples munido de uma colora¢3o total 7.
e Defina C(u) := {n(v)} U {m(uv): uv € E(G)}.

e Dois vértices u, v € V(G) sdo distinguidos quando C(u) # C(v).

(g) Sem vértices distinguidos. (h) Com vértices adjacentes
distinguidos.
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Coloracao Total Semiforte

e Seja G um grafo simples munido de uma coloragdo total ¢.

e ¢ é semiforte se para quaisquer dois vértices adjacentes
u,v € V(G), temos C(u) # C(v).

v =+ C(wn)={2,34}

v o C(vs) ={1,3,4}
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Coloracao Total Semiforte

e Seja G um grafo simples munido de uma coloragdo total ¢.

e ¢ é semiforte se para quaisquer dois vértices adjacentes
u,v € V(G), temos C(u) # C(v).

v =+ C(wn)={2,34}

v C(v)=1{1,3,4}

o C'(v) :={o(uv): uv e E(G)};
o C(v):={1,...,k}\C(v).
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Numero cromatico total semiforte

O ndimero cromatico total semiforte, x”(G), é o menor niimero de
cores para o qual G admite uma colorac3o total semiforte.

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte 11 /69



Numero cromatico total semiforte

O ndimero cromatico total semiforte, x”(G), é o menor niimero de
cores para o qual G admite uma colorac3o total semiforte.

Vértice de grau A(G)
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Numero cromatico total semiforte

O ndimero cromatico total semiforte, x”(G), é o menor niimero de
cores para o qual G admite uma colorac3o total semiforte.

Vértice de grau A(G)

Limite inferior |
X4(6) 2 A(G) +1 J
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Numero cromatico total semiforte

Limite inferior Il

Se G possui pelo menos dois vértices adjacentes de grau maximo, entdo

X5(G) = A(G) +2.

A + 1 cores A + 1 cores
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Familias Classicas

Grafos Completos (Zhang et al. [13])

A(Kp)+2 sené par,

"
Xa(Kn) =
= A(Kp)+3 se né impar.
1
2 4
3 5 2
X5 (Ka) = A(Ka) +2=5 X35 (Ks) = A(Ks) +3=7
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Familias Classicas

Ciclos (Zhang et al. [13])

Xa(Cp) =4, para n > 4. J
1 3 2 4 1 1 s 4 1 2
® ®
4 3 3 3
2 3 1 4 2 2 4 1 3 2 4

1

Figura: Ciclos Cs e (7 munidos de uma 4-colorac3o total semiforte.
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Familias Classicas

Bipartidos (Chen [3])
Se G é bipartido, entdo x7(G) < A(G) + 2. J

(a) Coloragdo total semiforte (b) Coloragdo total semiforte
com A(G) + 2 cores. com A(G) + 1 cores.
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Conjetura da Coloracdo Total Semiforte

Conjetura (Zhang et al. [13])
Se G é um grafo simples, entdo x7(G) < A(G) + 3. J

A(G) +2 A(G)+3
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Trabalhos relacionados

A Conjetura da Coloragdo Total Semiforte foi verificada para outras
classes de grafos:

Grafos com A(G) = 3 (H. Wang [10], X. Chen [3], J. Hulgan [7]).

Grafos de Halin generalizados com A(G) > 6
(X. Chen e Z. Zhang [4]).

Hipercubos (M. Chen e X. Guo [1]).

Grafos exoplanares (Y. Wang e W. Yang [12]).

Grafos indiferenga (V. Pedrotti e C. P. de Mello [9]).

Grafos planares com A(G) > 11 (D. Huang e W. Wang [5]).
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Grafos tripartidos
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Grafos tripartidos

Um grafo G é tripartido se V(G) admite uma particdo { V4, Vo, V3}, tal
que quaisquer dois vértices adjacentes pertencam a partes distintas.
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Grafos tripartidos

Um grafo G é tripartido se V(G) admite uma particdo { V4, Vo, V3}, tal
que quaisquer dois vértices adjacentes pertencam a partes distintas.

Resultado obtido:

Teorema
Se G é um grafo tripartido, entdo x7(G) < A(G) + 3. }
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Grafos tripartidos

llustracdo da demonstragao:

Se:={1,...,A(G)+1} °

Sy = {A(G) +2,A(G) + 3}

Seja G tripartido com partes Vi, V5 e V3 e sejam os conjuntos de cores
Se:={1,...,A(G)+1} e Sy := {A(G) + 2, A(G) + 3}.
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Grafos tripartidos

llustracdo da demonstragao:

Se:={1,...,A(G)+1} °

Sy = {A(G) +2,A(G) + 3}

Construimos uma coloragdo ¢: V(G) U E(G) — Sy U Sg. J
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Grafos tripartidos

llustracdo da demonstragao:

Se
Sy

\\/' A(G) + 1 cores

do conjunto Sg
={1,...,A(G) + 1} °

= {A(G) +2,A(G) + 3}

Pelo Teorema de Vizing, x'(G) < A(G) + 1.

Colorimos as arestas de G com as A(G) + 1 cores do conjunto Sg
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Grafos tripartidos

llustracdo da demonstragao:

A(G)+2 - A(G)+3

\\/' A(G) + 1 cores

do conjunto Sg

Se=A{1,...,A(G) + 1} \, se u € V3, entdo

Sv :={A(G) +2,A(6) + 3} #(u) € SE\C'(u)

Finalizamos a coloragdo ¢, colorindo os vértices de G como ilustrado
acima.
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Grafos tripartidos completos

Grafos tripartidos completos sem vértices de grau maximo adjacentes

Teorema
Se é G um grafo tripartido completo que n3o possui vértices adjacentes
de grau méximo, entdo x7(G) < A(G) + 2.
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Grafos tripartidos completos

Grafos tripartidos completos sem vértices de grau maximo adjacentes

Teorema
Se é G um grafo tripartido completo que n3o possui vértices adjacentes
de grau méximo, entdo x7(G) < A(G) + 2.

e Obtivemos (A(G) + 2)-coloragdes totais semifortes para algumas
familias de grafos tripartidos completos com vértices de grau
maximo adjacentes. Quando |Vi| = |V5] e | V3] > 2|V4].
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Grafos tripartidos completos

Grafos tripartidos completos sem vértices de grau maximo adjacentes

Teorema
Se é G um grafo tripartido completo que n3o possui vértices adjacentes
de grau méximo, entdo x7(G) < A(G) + 2.

e Obtivemos (A(G) + 2)-coloragdes totais semifortes para algumas
familias de grafos tripartidos completos com vértices de grau
maximo adjacentes. Quando |Vi| = |V5] e | V3] > 2|V4].

Conjetura

Se G é um grafo tripartido completo, entdo x7(G) < A(G) + 2.
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Grafos com A(G) =3
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6. J
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6.

Esboco da demonstrag3o:

@ Seja G simples com A(G) = 3;
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6.

Esboco da demonstrag3o:
@ Seja G simples com A(G) = 3;
® x’(Ks) = 5. Portanto, suponha G % Ky;

a
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6.

Esboco da demonstrag3o:
@ Seja G simples com A(G) = 3;
® x’(Ks) = 5. Portanto, suponha G % Ky;

a

©® G n3o pode ser um ciclo, pois A(G) = 3;
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6.

Esboco da demonstrag3o:
@ Seja G simples com A(G) = 3;
® X/ (Ki) =5. Portanto, suponha G % Ka;

©® G n3o pode ser um ciclo, pois A(G) = 3;
O Pelo Teorema de Brooks, x(G) < 3;

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6.

Esboco da demonstrag3o:
@ Seja G simples com A(G) = 3;
® X/ (Ki) =5. Portanto, suponha G % Ka;
©® G n3o pode ser um ciclo, pois A(G) = 3;
O Pelo Teorema de Brooks, x(G) < 3;

O Se x(G) =2, entdo G ¢ bipartido. Neste caso, x7(G) < 5;
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Grafos com A(G) =3

Teorema (Wang, Chen, Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x7(G) < 6.

Esboco da demonstrag3o:
@ Seja G simples com A(G) = 3;
® X/ (Ki) =5. Portanto, suponha G % Ka;
©® G n3o pode ser um ciclo, pois A(G) = 3;
O Pelo Teorema de Brooks, x(G) < 3;
O Se x(G) =2, entdo G é bipartido. Neste caso, x7(G) < 5;
® Se x(G) =3, entdo G é tripartido. Neste caso, x7(G) < 6.
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Grafos com A(G) =3

Algumas consideragdes:

@ n3o conhecemos grafos com A(G) = 3 que possuam Y7 (G) > 5;
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Grafos com A(G) =3

Algumas consideragdes:
@ n3o conhecemos grafos com A(G) = 3 que possuam Y7 (G) > 5;

@ grafos bipartidos com A(G) = 3 possuem x7(G) < 5;
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Grafos com A(G) =3

Algumas consideragdes:
@ n3o conhecemos grafos com A(G) = 3 que possuam Y7 (G) > 5;
@ grafos bipartidos com A(G) = 3 possuem x7(G) < 5;

© J. Hulgan apresentou familias de grafos 3-regulares que possuem
X7(G) =5 e propds a seguinte conjetura:
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Grafos com A(G) =3

Algumas consideragdes:
@ n3o conhecemos grafos com A(G) = 3 que possuam Y7 (G) > 5;
@ grafos bipartidos com A(G) = 3 possuem x7(G) < 5;
© J. Hulgan apresentou familias de grafos 3-regulares que possuem

X7(G) =5 e propds a seguinte conjetura:

Conjetura (Hulgan)
Se G é um grafo simples com A(G) = 3, entdo x5 (G) < 5. J
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Familias investigadas

e grafos simples com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes de grau
maximo.
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Familias investigadas

e grafos simples com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes de grau
maximo.

Teorema

Se G é um grafo simples com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes de
grau maximo, entdo x7(G) = 4.

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte 25 /69



Familias investigadas

e grafos simples com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes de grau
maximo.

Teorema

Se G é um grafo simples com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes de
grau maximo, entdo x7(G) = 4.

e familias de snarks:

e snarks-flor;

e snarks de Goldberg;

e snarks de Blanusa generalizados; e
e snarks de Loupekine LP;.
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O engano de Tait e a origem dos snarks

Tait (1880)

Todo grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte admite 4-coloracdo de
arestas se e somente se admite 3-coloracao de arestas.
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O engano de Tait e a origem dos snarks

Tait (1880)

Todo grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte admite 4-coloracdo de
arestas se e somente se admite 3-coloracao de arestas.

e Tait acreditava ter provado o Teorema das Quatro Cores pensando
que todo grafo planar 3-regular e sem arestas de corte é
hamiltoniano;

e Tutte mostrou um contraexemplo em 1946.
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O engano de Tait e a origem dos snarks

Tait (1880)

Todo grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte admite 4-coloracdo de
arestas se e somente se admite 3-coloracao de arestas.

e Tait acreditava ter provado o Teorema das Quatro Cores pensando
que todo grafo planar 3-regular e sem arestas de corte é
hamiltoniano;

e Tutte mostrou um contraexemplo em 1946.
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Snarks sdo grafos 3-regulares , sem
arestas de corte e que nao admitem
3-coloragdo de arestas.

e Motivados pelo Problema das
Quatro Cores.

e Nome Proposto por Gardner em
1976, inspirado pelo poema The
hunting of the snark de Lewis
Carrol.
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Descoberta dos snarks:

e 1898: Petersen
1946: Blanusa

e 1948: Descartes
e 1973: Szekeres

e 1975: Isaacs
Primeiras familias infinitas

e 1976: Construcdo de Loupekine

e 1981: Construgdo de Goldberg

e 1996: Construcdo de Kochol
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Grafo de Petersen - 1898
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Snarks-flor

Familia infinita de snarks descoberta em 1974, por Isaacs. Seus membros
sdo os grafos F;, com / impare i > 3.

HBEs

) Grafo Fs. ) Grafo Fs. ) Grafo F7.

Figura: Os trés primeiros membros da familia Snark-Flor.
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Snarks-flor — Construcao

Seja B; o grafo apresentado abaixo. Para cada i/ impar, i > 3, o
snark-flor F; é construido usando i cépias do grafo B; e ligando essas
copias por dois ciclos Co = ujupus ... ui e Ci = xoX3...XX1Y2 ... YiViXo.

Vi Grafo B;

Grafo F3 Grafo Fg
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Snarks-flor — Construcao Recursiva

Para cada i/ impar e i > 5, o grafo F; pode ser construido a partir do
grafo Fi_> e de um grafo L;, denominado grafo de ligacdo. Exemplo: }

Grafo Fi72
Ui—1 Uj
Xj—1 Yi
Grafo F;
Conjunto E,y:: arestas vermelhas no grafo Fi_;.
Grafo de Ligacdo L; Conjunto E/™: arestas azuis no grafo F;.
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Snarks-flor — Construcao Recursiva

ue uz
X6 y7
Grafo F7
Conjunto Egyt: arestas vermelhas no grafo Fs.
Grafo de Ligagdo Ly Conjunto E7’": arestas azuis no grafo F7.
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Resultado obtido

Teorema
Todo snark-flor F; possui x”(F;) = 5. J

Demonstracao:

o Como F; é 3-regular,
X5 (Fi) = 5.

e Construimos uma 5-coloracgdo
total semiforte ¢; para F;
usando inducdoem i e a
construgdo recursiva da familia.
A base da inducdo é a
5-coloragdo total semiforte do

grafo F3 exibida ao lado.
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Resultado obtido

e Seja i impar e i > 5. Sabemos que F; pode ser construido
recursivamente a partir de F;_» e L;.

e Pela hipétese de inducdo, Fj_» possui uma 5-coloragdo total
semiforte ¢;_» na qual as arestas de E,,; possuem a cor 5.

e Uma 5-colorac3o total semiforte m do grafo de Ligacdo L; é exibida
a seguir.

Uji—1 uj

5-coloragdo total semiforte m do grafo de ligagdo L;
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Resultado obtido

e Atribuimos aos elementos de V/(F;) U E(F;)\E/" as mesmas cores
que eles possuem em F;_, ou L;.

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte 34 /69



Resultado obtido

e Ao final, as arestas de E/" recebem a cor 5.
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Qutras familias de snarks semelhantes

Snarks de Goldberg

Teorema
Se G é um snark de Goldberg, entdo x7(G) = 5. J

Snarks de Blanusa generalizados

Teorema J

Se G é um snark de Blanu3a generalizado, entdo x7(G) = 5.
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Bloco Basico

b

Obtido a partir do Grafo de Petersen
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Bloco Basico

Obtido a partir do Grafo de Petersen
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Ndmero k de blocos em ordem ciclica (k > 3)

0% u2
V4 %
el N V1

N/

w1
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Arestas entre blocos: conecte uj, vi a Xi+1, Vi1
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Arestas entre blocos: conecte uj, vi a Xi+1, Vi1
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Arestas entre blocos: conecte uj, vi a Xi+1, Vi1
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Subgrafo de blocos
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Subgrafo Central: cada componente conexa é um grafo P3 ou S3
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Um snark LP; é formado pela unido de dois subgrafos aresta-disjuntos:
e Subgrafo central G¢

e Subgrafo de blocos Gg
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Snarks de Loupekine LP; - Construcao

Um snark LP; é formado pela unido de dois subgrafos aresta-disjuntos:
e Subgrafo central G¢

e Subgrafo de blocos Gg

Algumas restricdes para k par:
e Com 4 blocos n3o é possivel obter um snark
e Para k > 6, é necessario adicionar uma restricdo ao subgrafo

Gc de modo a obter um snark.
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Resultado obtido

Teorema
Se G é um snark LP;, entdo x7(G) =5. J
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Decomposicao de um snark LP;

Decomposicdo de um snark LP;, G, em subgrafos disjuntos nas arestas

Sobre a Coloragdo Total Semiforte



Decomposicao de um snark LP;

Decomposicdo de um snark LP;, G, em subgrafos disjuntos nas arestas

e Gadgets duplos Gy

e
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Decomposicao de um snark LP;

Decomposicdo de um snark LP;, G, em subgrafos disjuntos nas arestas
e Gadgets duplos Gy

e Gadgets triplos G;

Pas
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Decomposicao de um snark LP;

Decomposicdo de um snark LP;, G, em subgrafos disjuntos nas arestas
e Gadgets duplos Gy
e Gadgets triplos G;

e Arestas de Ligacdo

Pas
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Decomposicao de um snark LP;

Cada gadget é isomorfo a um destes grafos:

w; w;

Xj

uj Yioooy Y

uj Yi uj Yj uy yi

Chamamos de vértices de borda, os vértices u, v, x, y
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Demonstracao — snark LP;

Construimos uma 5-coloragdo total semiforte dos gadgets

e A cor 2 n3o ocorre nos vértices de borda;
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Demonstracao — snark LP;

Construimos uma 5-coloragdo total semiforte dos gadgets
e A cor 2 n3o ocorre nos vértices de borda;

e As cores dos vértices de borda possuem a seguinte invariante:

P(x) =1, ¢(y) =4, ¢(u) =5e ¢(v) =3.
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Demonstracao — snark LP;

Construimos uma 5-coloracdo total semiforte dos gadgets

e A cor 2 n3o ocorre nos vértices de borda;

e As cores dos vértices de borda possuem a seguinte invariante:

¢(x) =1, ¢(y) =4, ¢(u) =5 e ¢(v) =3.
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Demonstracao — snark LP;

PANaY

Gadgets duplos recebem 5-coloracdo total semiforte 7
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Demonstracao — snark LP;

Gadgets duplos recebem 5-coloracdo total semiforte 7
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Demonstracao — snark LP;

Gadgets triplos recebem 5-coloracdo total semiforte 7
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Demonstracao — snark LP;

Vértices de borda: a cor 2 n3o ocorre
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Demonstracao — snark LP;

Todas as arestas de ligacdo recebem a cor 2
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Grafos equipartidos completos
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Grafos equipartidos completos

Definicao

Um grafo equipartido completo, K,(,), € um grafo cujo conjunto de
vértices pode ser particionado em r conjuntos independentes de
cardinalidade n, de modo que quaisquer dois vértices pertencentes a
partes distintas sejam ligados por uma aresta.

Figura: Grafo equipartido completo Kj(z).
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Resultado obtido

Teorema
Seja G := Ky(), r > 2 e n>2. Entdo,
e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou

* \/(G) < A(G) + 3 se G possui ordem impar.

Atilio Gomes Luiz Sobre a Coloragdo Total Semiforte 47 /69



Resultado obtido

Teorema
Seja G := Ky(), r > 2 e n>2. Entdo,
e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou

e X/(G) < A(G) + 3 se G possui ordem impar.

e Demonstragdo em quatro casos:

e r pare n par.

e r impar e n par.

e r par e nimpar.

e r impar e n impar.
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Exemplo: Ky, r =4 e n = 6. Rotule os vértices: uf.
1 1
Uy u;
3
uy
4 4
Uy up
5
Ul \,t::‘: ug
u® .. us
6
6 u3
uy
5
Ly u3
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Ki(n) Possui n cépias disjuntas do K,. Subgrafo Kj
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1
uy

u,

4
1
ug

1
u;

2
u;
[ ] 3
u
@
]
o
o
o
{ 3
o 5 3
u3

1
3




Decomposi¢cdo candnica do K,

Ki(n) possui n cépias disjuntas do K,. Subgrafo K

1
u
1
5 ®
u
3
u
1
ut ®
1
u? o
)
o
o
s o
uz \ ®
uy P
3
uz
u‘% .
u

Atilio Gomes Luiz

Sobre a Coloragdo Total Semiforte
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Ki(n) possui n cépias disjuntas do K. Subgrafo K7

1
u u
1 2
2 ([ o 2
ug u;
3 . . 3
uy u3
4 4
u u

u5 1 . . 2 s

1 u;
¥ o o 6
1 @ e =©
6
. o o u$

“ 5 o ® u3

ug [ } L 4 :

uf U3
3
ul u3
4 o [
A ) o u3
ul ul

48 /69
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Ki(n) possui n copias disjuntas do K. Subgrafo K}

u: u.
1 2
2 o o 2
w3 ® ® u3
2
4 ‘e L 4
Uy up
5 5
u
1 u;
6 o [
1 @ ®
. o [
Uy (] o .
ui u3z
ut ”g
4 o { 3
ul u3
4 o [
uj ) o U3
U4 U3
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Ki(n) possui n cépias disjuntas do K. Subgrafo K7

1
u: u.
1 2
2 ] [ ] 2
ug bl
Ll3 . . ug
A N ) A
5 1 . . 2
Ul Ug
6
“ g o
6
y o o u$
4
5
5 u
“ . @ o uj ’
u
4 o { 3 3
ul u3
¢ 2 o 1 2
y ) o u3
ul ul

48 /69
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Ki(n) possui n cépias disjuntas do K. Subgrafo K?

1 1
u u.
1 2
u? * * u3
3 1 . . 3
Lll UQ
s o o s
u5 1 . . 2 s
1 u.
o ([ J 2 .
uy u
6
6 U3
Uy (] {
us ul
4, [ ) [ ) y
u
i ° o .=
ul u3
N 2 o 1 2
Uy ) ) uz
ul ul
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Seis subgrafos disjuntos isomorfos ao grafo completo K,

Atilio Gomes Luiz

ﬁ%\\ /f 3
SN % P
*~- \\__// I
\\\ ﬁ///
1] t\\\ .
V7 NN 4
- 77\ e
. 7\, J o
4 u‘% , j u?%

Sobre a Coloragdo Total Semiforte
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Decomposi¢cdo candnica do K,

Arestas que ligam vértices do K/ a vértices do K/ (i # j) induzem um

grafo bipartido (r — 1)-regular Bj;

K2 K;
u? up
u3 u3
u3 u3
u? up

Grafo Bss
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Grafo representante do K, (,

O grafo representante do K, (, é isomorfo ao K,

Ki

Ki
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Grafo representante do K, (,

Grafo representante do Ky
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Grafo representante do K, (,

Grafo representante do Ky J
Ki
K¢ K:
K? K3

;oK

Cada vértice representa um subgrafo
Kli isomorfo ao Ky
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Grafo representante do K, (,

Grafo representante do K J
Ki
_
K¢ K:
K? K3

;oK

Cada vértice representa um subgrafo
K‘{ isomorfo ao Ky

Cada aresta representa um

grafo bipartido (r — 1)-regular Bj
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Demonstracao

Teorema
Seja G := K, r > 2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
e Y/(G) < A(G) +3 se G possui ordem impar.

Caso 1 - n par e r par. J

Esboco
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Demonstracao

Teorema
Seja G := K, r > 2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
e Y/(G) < A(G) +3 se G possui ordem impar.

Caso 1 - n par e r par. J

Esboco

e \J(G) > A(G) + 2.
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Demonstracao

Teorema
Seja G := K, r > 2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
e Y/(G) < A(G) +3 se G possui ordem impar.

Caso 1 - n par e r par. J

Esboco
* X5(G) 2 A(G) +2.

e Construimos uma coloragdo total semiforte do K;(,) com A(G) + 2
cores.
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Demonstracao

Teorema
Seja G := K, r > 2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
e Y/(G) < A(G) +3 se G possui ordem impar.

Caso 1 - n par e r par. J

Esboco
* X5(G) 2 A(G) +2.

e Construimos uma coloragdo total semiforte do K;(,) com A(G) + 2
cores.

e Como? - Usando decomposi¢do candnica do Kj(p).
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Demonstracao

Teorema
Seja G := K, r > 2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
e Y/(G) < A(G) +3 se G possui ordem impar.

Caso 1 - n par e r par. )

Esboco
* X5(G) 2 A(G) +2.

e Construimos uma coloragdo total semiforte do K;(,) com A(G) + 2
cores.

e Como? - Usando decomposi¢do candnica do Kj(p).

e llustragdo da prova usando o K.
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llustracdo da prova (caso r = 4, n = 6)

O grafo representante do K, possui n — 1 emparelhamentos perfeitos J

= g, hi s m, 0,0 Cada grafo bipartido Bj; pode ter suas

arestas coloridas com (r — 1) cores
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llustracdo da prova (caso r = 4, n = 6)

Coloracdo de arestas dos grafos bipartidos

1

K} :

6 |

K |

5 1

K3 |

4 1

K} |

= a3, b c !
mmm d, e, f Kk, Cada grafo bipartido Bj; pode ter suas

— g,h,i = m,Nn,0 arestas coloridas com (r — 1) cores

‘ Total de cores dos grafos bipartidos = (r — 1) * (n — 1) ‘
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llustracdo da prova (caso r = 4, n = 6)

Colorag3o total semiforte dos grafos completos K/ J
1
Ka
6
Ky
5
K4
4
Ky
= a,b,C
mmm d, e, f Kk, Como K! = K,, cada subgrafo K/ possui uma
— g,h,i - M, N0 coloragdo total semiforte com r + 1 cores

Cada subgrafo K‘{ possui uma 5-coloragdo total semiforte
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llustracdo da prova (caso r = 4, n = 6)

Coloragdo total semiforte do Ky J
Ki
K3
K:
Ki
s a,b,c
mmmm d, e, f e ] k,/ Como K,i = K, cada subgrafo K,i possui uma
— g,h,i m— m,n,o coloragdo total semiforte com r + 1 cores

Total de cores = (n— 1) * (r —=1) +(r +1) = n* (r — 1) + 2 = A(Ky(n)) +2
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Demonstracao

Teorema
Seja G := Ky(n), r >2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
* x7(G) < A(G)+ 3 se G possui ordem impar.

Caso 4 - n impar e r impar. )

Esboco
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Demonstracao

Teorema
Seja G := Ky(n), r >2 e n>2. Entdo,

e Y/(G) = A(G) +2 se G possui ordem par, ou
* x7(G) < A(G)+ 3 se G possui ordem impar.

Caso 4 - n impar e r impar. )

Esboco

e Construimos uma coloragdo total semiforte do K¢,y com A(G) + 3
cores.

e Como? - Usando decomposicdo candnica do K (p).

e llustragcdo da prova usando o Kj(s).
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llustracdo da prova (caso r = 3, n = 5)

O grafo representante do K, (,) possui n emparelhamentos quase—perfeitosJ

= a,b
= C,d = g, h Cada grafo bipartido Bj; pode ter suas

== ef LN arestas coloridas com (r — 1) cores
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llustracdo da prova (caso r = 3, n = 5)

O grafo representante do K, (,) possui n emparelhamentos quase—perfeitosJ

Ky

K

= a,b
= C,d = g, h Cada grafo bipartido Bj; pode ter suas

== ef LN arestas coloridas com (r — 1) cores

Total de cores dos bipartidos = (r — 1) x n =2 x 5 = 10.
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llustracdo da prova (caso r = 3, n = 5)

Colorago total semiforte dos grafos K} J

5
K;
4
Ky
m— a,b
= C,d mm g, h Como K3" >~ K3, cada subgrafo K3" possui uma
e e, f — coloragdo total semiforte com 5 cores
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llustracdo da prova (caso r = 3, n = 5)

Colorago total semiforte dos grafos K} J

5
K;
4
Ky
m— a,b
= C,d mm g, h Como K3" >~ K3, cada subgrafo K3" possui uma
e e, f — coloragdo total semiforte com 5 cores

Observe que cores dos grafos Bj; sdo reusadas na coloracdo total
semiforte dos grafos Kj.
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llustracdo da prova (caso r = 3, n = 5)

Colorago total semiforte dos grafos K} J

Ki

m— a,b
= C,d mm g, h Como K3" >~ K3, cada subgrafo K3" possui uma

e e, f —_— coloragdo total semiforte com 5 cores

Total de cores = n x (r — 1) + 3 = A(K,(n)) + 3.
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Conjetura }

Se G é um grafo equipartido completo de ordem impar, entdo
X(6) = A(G) +2.

X5 (Ks) =8
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Conclusoes
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Conclusoes

e A Conjetura da Coloracdo Total Semiforte é vélida para todas as
familias consideradas neste trabalho;
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Conclusoes

e A Conjetura da Coloracdo Total Semiforte é vélida para todas as
familias consideradas neste trabalho;

e Os resultados obtidos para as familias de grafos simples G com
A(G) = 3 fortalecem a conjetura de que x7(G) <5;
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Conclusoes

e A Conjetura da Coloracdo Total Semiforte é vélida para todas as
familias consideradas neste trabalho;

e Os resultados obtidos para as familias de grafos simples G com
A(G) = 3 fortalecem a conjetura de que x7(G) <5;

e Determinar x7(G) para grafos arbitrarios é dificil, dado que n3o
conseguimos sequer afirmar se x”(G) < A(G) +2;
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Conclusoes

A Conjetura da Coloracdo Total Semiforte é valida para todas as
familias consideradas neste trabalho;

Os resultados obtidos para as familias de grafos simples G com
A(G) = 3 fortalecem a conjetura de que x7(G) <5;

Determinar X7/ (G) para grafos arbitrdrios é dificil, dado que n3o
conseguimos sequer afirmar se x”(G) < A(G) +2;

Técnicas utilizadas aqui sdo dificeis de serem adaptadas para grafos
arbitrarios.
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Problemas interessantes

Grafos bipartidos sem vértices adjacentes de grau maximo

Conjetura
Todo grafo bipartido G sem vértices adjacentes de grau maximo possui

X5(6) = x"(6) = A(G) +1
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Problemas interessantes

Grafos bipartidos sem vértices adjacentes de grau maximo

Conjetura
Todo grafo bipartido G sem vértices adjacentes de grau maximo possui

X5(6) = x"(6) = A(G) +1

Verdadeira para:

e drvores sem vértices adjacentes de grau maximo;
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Problemas interessantes

Grafos bipartidos sem vértices adjacentes de grau maximo

Conjetura
Todo grafo bipartido G sem vértices adjacentes de grau maximo possui

X5(6) = x"(6) = A(G) +1

Verdadeira para:
e drvores sem vértices adjacentes de grau maximo;

e bipartidos completos sem vértices adjacentes de grau maximo;
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Problemas interessantes

Grafos bipartidos sem vértices adjacentes de grau maximo

Conjetura
Todo grafo bipartido G sem vértices adjacentes de grau maximo possui
X5(6) =Xx"(G6) = A(G) +1

Verdadeira para:
e drvores sem vértices adjacentes de grau maximo;
e bipartidos completos sem vértices adjacentes de grau maximo;

e grafos simples bipartidos com A(G) = 3 sem vértices adjacentes de

grau maximo;
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Problemas interessantes

Problema

Investigacdo de condicdes necessdrias e/ou suficientes para que um grafo
simples G ndo admita uma coloragdo total semiforte com A(G) + 2 cores.
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Problemas interessantes

Problema

Investigacdo de condicdes necessdrias e/ou suficientes para que um grafo
simples G ndo admita uma coloragdo total semiforte com A(G) + 2 cores.

Poucas familias com x%7(G) = A(G) + 3 sdo conhecidas:

b K2n+ly n=> 1
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Problemas interessantes

Problema

Investigacdo de condicdes necessdrias e/ou suficientes para que um grafo
simples G ndo admita uma coloragdo total semiforte com A(G) + 2 cores.

Poucas familias com x%7(G) = A(G) + 3 sdo conhecidas:
° K2n+1, n 2 1.

* Kont1\E(Ps), para n>17.
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Problemas interessantes

Problema

Investigacdo de condicdes necessdrias e/ou suficientes para que um grafo
simples G ndo admita uma coloragdo total semiforte com A(G) + 2 cores.

Poucas familias com x%7(G) = A(G) + 3 sdo conhecidas:
o Kopp1, n > 1.
® Koni1\E(P3), paran>T.
® Koni1\E(K3), paran>9.
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Problemas interessantes

Problema

Investigacdo de condicdes necessdrias e/ou suficientes para que um grafo
simples G ndo admita uma coloragdo total semiforte com A(G) + 2 cores.

Poucas familias com x%7(G) = A(G) + 3 sdo conhecidas:

b K2n+ly n=> 1

K2n+1\E(P3), para n > 7.

K2n+1\E(K3), para n > 9.

sP; V Ky, para s > 2 e par, t impar e t > 952 +2s — 1.
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