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Grafo G = (V(G), E(G))

V(G) = {v1,v2,v3}
E(G) = {e1,e2,e3,¢e4,65}
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Arestas multiplas

Grafo G = (V(G), E(G))

V(G) = {v1,v2,v3}
E(G) = {e1,e2,e3,¢e4,65}
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» (G é um grafo conexo se, para quaisquer dois vértices u,v € V(G),
existe caminho em G ligando u a v.



Caminhos, Ciclos e Grafos completos

v1 v1

v1 v2 v3 V4 Vs vy Vo Vs Vo

Caminho P;

V4 v3 Vg v3

Ciclo Cs Grafo Completo K
» (G é um grafo conexo se, para quaisquer dois vértices u,v € V(G),
existe caminho em G ligando u a v.

» (& n3o contém ciclos se nenhum de seus subgrafos é isomorfo a um
ciclo.



Arvores

» Uma arvore é um grafo simples, conexo e que ndo contém ciclos.
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Arvores

» Uma arvore é um grafo simples, conexo e que ndo contém ciclos.
» Folhas s3ao os vértices com grau 1.

» Vértices internos sdo os vértices com grau maior que 1.

Uma &rvore
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elementos do grafo.



Rotulacao em grafos

£=1{1,2,3,4,5,6}

e Seja G = (V(@),E(G)) um grafoe L C R

e Uma rotulagdo de GG é uma atribuicdo de elementos do conjunto £ aos
elementos do grafo.

e Um problema de rotulagdo em grafos consiste em rotular os elementos de
um grafo sujeito a determinadas condi¢Ges.
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Rotulacao graciosa — Origem

Checoslovaquia, 1963
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Rotulacao graciosa — Origem

Checoslovaquia, 1963

e Conjetura de Ringel-Kotzig: Qualquer arvore T
com m arestas decompde ciclicamente o grafo
Kom+1 em 2m + 1 subgrafos isomorfos a 7.

Rotulagdo-«

¢

Rotulagdo- (Rotulagdo graciosa)

4

Rotulagao-o

4

Rotulagao-p




Rotulacao graciosa

e Seja G = (V(Q), E(G)) um grafo simples com m arestas.

e Rotulagdo graciosa de G: uma funcdo injetora f: V(G) — {0,...,m}
tal que, quando cada aresta uwv € E(G) recebe o rétulo induzido
|f(u) — f(v)|, o conjunto dos rétulos das arestas é {1,...,m}.




Rotulacao graciosa

e Seja G = (V(Q), E(G)) um grafo simples com m arestas.

e Rotulagdo graciosa de G: uma funcdo injetora f: V(G) — {0,...,m}
tal que, quando cada aresta uwv € E(G) recebe o rétulo induzido
|f(u) — f(v)|, o conjunto dos rétulos das arestas é {1,...,m}.

ot
(V)



Rotulacao graciosa

e Seja G = (V(Q), E(G)) um grafo simples com m arestas.

e Rotulagdo graciosa de G: uma funcdo injetora f: V(G) — {0,...,m}
tal que, quando cada aresta uwv € E(G) recebe o rétulo induzido
|f(u) — f(v)|, o conjunto dos rétulos das arestas é {1,...,m}.

ot
(V)

f é graciosa = G ¢é gracioso.



Rotulacao-«

» Seja G grafo simples com m arestas.
» Uma rotulagdo graciosa f é uma Rotulagio-« se:

e existe k € {0,...,m} tal que, para toda aresta uwv € F(G),
fw) <k < f(v)ou f(v) <k < flu).
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Conjetura das Arvores Graciosas

Conjetura das Arvores Graciosas [Rosa, 1967]

Toda arvore tem uma rotulacdo graciosa.
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e Verificada para algumas familias de drvores.

e Existem centenas de artigos publicados neste tema.
Resenha extensa: [Gallian 2017].
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Conjetura das Arvores Graciosas

Conjetura das Arvores Graciosas [Rosa, 1967]

Toda arvore tem uma rotulacdo graciosa.

e Verificada para algumas familias de drvores.

e Existem centenas de artigos publicados neste tema.
Resenha extensa: [Gallian 2017].
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Importancia do rétulo zero

e Dada uma d4rvore T graciosa, expandimos 7' adicionando k novas folhas ao
vértice com rétulo 0.
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Importancia do rétulo zero

e Dada uma d4rvore T graciosa, expandimos 7' adicionando k novas folhas ao
vértice com rétulo 0.

5 6 7 8 9
__» Pompom
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Importancia do rétulo zero

e Dada uma d4rvore T graciosa, expandimos 7' adicionando k novas folhas ao

vértice com rétulo 0.

e Sob condicdes especificas, podemos identificar duas arvores nos vértices

com rétulo 0.

T

(V)

w

2

6 5
1

7 3

0 4
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Importancia do rétulo zero

e Dada uma d4rvore T graciosa, expandimos 7' adicionando k novas folhas ao
vértice com rétulo 0.
e Sob condicdes especificas, podemos identificar duas arvores nos vértices

com rétulo 0.

Definicao
Uma &rvore T' é O-rotativa se, para todo v € V(T), existe uma
rotulagdo graciosa f de 7" tal que f(v) = 0.
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O-rotatividade de caminhos e caterpillars

e Todos os caminhos s3o O-rotativos. [Rosa 1967]

e Todos os caterpillars com didmetro no maximo trés sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

13



O-rotatividade de caminhos e caterpillars

e Todos os caminhos s3o O-rotativos. [Rosa 1967]

e Todos os caterpillars com didmetro no maximo trés sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

e Nem todos os caterpillars com didmetro quatro sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

Classe D’

Classe D

13



O-rotatividade de caminhos e caterpillars

e Todos os caminhos s3o O-rotativos. [Rosa 1967]

e Todos os caterpillars com didmetro no maximo trés sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

e Nem todos os caterpillars com didmetro quatro sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

Arvores com no maximo 14 vértices e que
/ nao sdo O-rotativas pertencem a classe D

( / R

Classe D’

Classe D

13



O-rotatividade de caminhos e caterpillars

e Todos os caminhos s3o O-rotativos. [Rosa 1967]

e Todos os caterpillars com didmetro no maximo trés sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

e Nem todos os caterpillars com didmetro quatro sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

Arvores com no maximo 14 vértices e que
/ nao sdo O-rotativas pertencem a classe D

Conjetura: Todas as arvores que n3o sio

Classe D’ , A
O-rotativas pertencem a classe D’

Classe D

13



O-rotatividade de caminhos e caterpillars

e Todos os caminhos s3o O-rotativos. [Rosa 1967]

e Todos os caterpillars com didmetro no maximo trés sdo O-rotativos.
[Bussel 2004]

e Nem todos os caterpillars com didmetro quatro sdo O-rotativos.

[Bussel 2004]
Arvores com no maximo 14 vértices e que
/ n3o sdo O-rotativas pertencem a classe D’
( / N
Classe D’ Conjetura: Todas as él:vores que péo sdo
O-rotativas pertencem a classe D
Classe D Conjetura
Todo caterpillar com didmetro
pelo menos cinco é O-rotativo.
- /
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Nossos resultados

Teorema [Luiz, Campos e Richter]: As seguintes familias de caterpillars s&o

O-rotativas:
caterpillar com emparelhamento perfeito caterpillar cujo vértice central tem grau trés

YAYAYAY

caterpillar com diametro 5

caterpillar com pompom na extremidade

NYVYY O AVYTVY,

caterpillar com diametro 6 familias com didmetro > 7
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Nossos resultados

Teorema [Luiz, Campos e Richter]: As seguintes familias de caterpillars s&o

O-rotativas:
caterpillar com emparelhamento perfeito caterpillar cujo vértice central tem grau trés

MAYAYAYAYS

caterpillar com diametro 5

caterpillar com pompom na extremidade

NVVYY S A VYTV

caterpillar com diametro 6 familias com didmetro > 7

14



Ferramenta 1 - Rotulacao complementar

e Seja G com m arestas e com uma rotulacdo graciosa f.

e Rotulagdo complementar de f:

f(v) =m— f(v).

15



Ferramenta 2 - Método de transferéncia

ul u ul u2
9 3 9 3
. & / T 1 5
YT - °: @3
¢ v F(ua) + fluz) = f(u) + f(v) v v
Ul Ul
6 6
T 2 T 2
'Y o8 } > [ gyt os
¢ ! 2f(u1) = f(u) + f(v) “ Y

16



Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
18 folhas
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
w1l U2 us Ug us ue ur us
.;.'—5.;.—1.;2. base de T'
U2 u3 Uq us Ue ur
1 5 0 3 2 4
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
w1 w2 us3 Uyg us Ue ur us
._A._ﬁ._ﬁ.#.—ﬁ. base de T’
20 21 19 17 18
Uu2 us Ug us ue uy
1 5 0 B 2 A
21 19 20
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos

sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
u1 u2 ug U4 us ue u7 us
o " o " o - o ' o ” o base de T’
20 21 19 17 18
Uu2 us Ug us ue uy
1 5 0 B 2 A
21 19 20
» 3.4,...,18 estdo faltando nos vértices.
» 1,2,...,16 n3o s3o induzidos nas arestas.
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas

1 21 0 19 2 20
» 3.4,...,18 estdo faltando nos vértices.
» 1,2,...,16 n3o s3o induzidos nas arestas.
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
Uy U2 usz Uyg us Ue u7 us

34+ 18=21
3 18 4417 =21
o 5416 =21
6415 =21
Uo us Ug us ug ur T+14=21
1 21 0 19 2 20 8+ 13 =21
9+12=21
10+11 =21

» Sequéncia de transferéncias: 19 — 2 — 20 — 1 — 21.

» Regra de transferéncia: f(u1) + f(u2) = f(u) + f(v).
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e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
Uy U2 usz Uyg us Ue u7 us

34+ 18=21
3 18 4 17 4417 =21
o 5416 =21
6415 =21
Uo us Ug us ug ur T+14=21
1 21 0 19 2 20 8+ 13 =21
9+12=21
10+ 11 =21

» Sequéncia de transferéncias: 19 — 2 — 20 — 1 — 21.
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
w1 w2 us3 Uyg us Ue ur us
4
3 18 4 17 5417 =22
6+ 16 = 22
7415 =22
u us Ug us Ue ur 8 + 14 =22
1 21 0 19 2 20 9413 =22
10 + 12 = 22

11
» Sequéncia de transferéncias: 19 — 2 — 20 — 1 — 21.

> Regra de transferéncia: f(u1) + f(u2) = f(u) + f(v).
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
w1 w2 us3 Uyg us Ue ur us
4
3 184511176 1012 16 5417 =22
6+ 16 = 22
7415 =22
8+ 14 =22
1 21 0 19 2 20 9+13=22
10 + 12 = 22

11
» Sequéncia de transferéncias: 19 — 2 — 20 — 1 — 21.

> Regra de transferéncia: f(ui) + f(u2) = f(u) + f(v).
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
Uy U2 usz Uyg us Ue u7 us
16
3 184511176 1012 16 6+ 15 =21
T+14=21
8+ 13 =21
9+12=21
1 21 0 19 2 20 10

» Sequéncia de transferéncias: 19 —+ 2 — 20 — 1 — 21.

> Regra de transferéncia: f(ui) + f(u2) = f(u) + f(v).
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
Uy U2 usz Uyg us Ue u7 us
16
7 912 14 3 18 4 511176 1015 6+ 15 =21
T+14=21
8+ 13 =21
9+12=21
1 21 0 19 2 20 10

» Sequéncia de transferéncias: 19 —+ 2 — 20 — 1 — 21.

» Regra de transferéncia: f(u1) + f(u2) = f(u) + f(v).
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
16 folhas
w1 w2 us3 Ug us Ue ur us
7
7 912 14 3 1845111761015 8414 =22
9413 =22

12

» Sequéncia de transferéncias: 19 —+ 2 — 20 — 1 — 21.

» Regra de transferéncia: f(u1) + f(u2) = f(u) + f(v).
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Familia de caterpillars com diar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

16 folhas
Ul u2 us Uq us ue ur us
7
12 89 1314 3 1845111761015 8414 =22
9413 =22
7 16 12
u2 us Uq us ue w7
1 21 0 19 2 20

» Sequéncia de transferéncias: 19 —+ 2 — 20 — 1 — 21.

> Regra de transferéncia: f(ui) + f(u2) = f(u) + f(v).
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Familia de caterpillars com

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

16 folhas
uy uy us N us ug uz ug
12 8 9 1314 3 18 4 511 176 1015
7 16
uz ug Uy us ug ur
1 21 0 19 2 20

» Adicionamos duas folhas ao vértice com rétulo 0.
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Familia de caterpillars com diam(T) > 7 impar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
18 folhas

Ul U2 us Ug us ue uyr usg

12 89 131422 23 3 18 4 511176 1015

» Adicionamos duas folhas ao vértice com rétulo 0.
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Familia de caterpillars com diam(T) > 7 impar

e Caterpillar T' com didmetro impar (> 7) tal que todos os vértices internos
sdo adjacentes a um niimero par (> 2) de folhas.

T
18 folhas

12 89 131422 23 3 18 4 511176 1015

» Adicionamos duas folhas ao vértice com rétulo 0.

» A fim de obtermos o rétulo 0 numa folha do w4, usamos a rotulagdo
complementar. O

17



Caterpillars com diametro cinco - Esquema

U, Us Us Us

T

U1 u2 us U4q us Ue

» [Rosa 1967]: u1,us2,us,us, Uz, Us estdo resolvidos.
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Caterpillars com diametro cinco - Esquema

U2 Ui Us
U1 u2 us U4q us Ue

» [Rosa 1967]: u1,us2,us,us, Uz, Us estdo resolvidos.
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Caterpillars com diametro cinco - Esquema

U2 Ui Us
U1 u2 us U4q us Ue

» [Rosa 1967]: u1,us2,us,us, Uz, Us estdo resolvidos.

» w3 = usamos arvores modelo + transferéncias.

3 m — 3
bt fi
: m 0 m-—1b+4+1 b+42 1 m 0 m-2 2 m—1
m—3
4 5 m-2
1 m-—-1 0 m 3 2
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Caterpillars com diametro seis - Esquema

e [Rosa 1967]: u1,us2,us, ur, U2, Us = estdo resolvidos.
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Caterpillars com diametro seis - Esquema

e [Rosa 1967]: u1,us2,us, ur, U2, Us = estdo resolvidos.

e u3,us = usamos arvores modelo + transferéncias.

19



Caterpillars com diametro seis - Esquema

2 m — 3
m — 3

1 m 0 m—2m—1 ' 2 m 0 m-1m-—2 3

4 3 m — 3

20



Caterpillars com diametro seis - Esquema
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Rotulacao-a de lobsters

e Todo caterpillar tem rotulagdo-cv. [Rosa 1967]
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Rotulacao-a de lobsters

e Todo caterpillar tem rotulagdo-cv. [Rosa 1967]

e Nem todos os lobsters tém rotulagdo-«.. [Rosa 1967]

e Problema aberto: Quais lobsters com A(G) = 3 possuem rotulagdo-a?

Conjetura (Brankovic et al. 2005)

Todas as drvores com A(G) = 3 e com emparelhamento perfeito possuem uma
rotulacdo-a.
\. Vale para todos os Lobsters?
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[Brinkmann et al. 2012] Familia F de &rvores com A(G) = 3 que n3o
possuem rotula¢des-av:

e Seja T &rvore com A(T) = 3 com 4k vértices, todos com grau impar.
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e Subdivida cada aresta de T" exatamente uma vez.
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[Brinkmann et al. 2012] Familia F de arvores com A(G) = 3 que ndo
possuem rotula¢des-av:

e Seja T drvore com A(T) = 3 com 4k vértices, todos com grau impar.
e Subdivida cada aresta de T exatamente uma vez.

e Todas as arvores com A(G) = 3, com 15 < |V(T')| < 31 e que ndo
possuem rotulagles-cr, pertencem a familia F.

Pergunta (Brinkmann et al. 2012)

Todas as drvores com pelo menos 15 vértices, com A(G) = 3 e sem
rotulages-a pertencem a familia F7



e Seja G lobster com A(G) = 3.

espinha P = (v1,...,v¢)
- ——0
v1 V2 v3 V4 Vs Ve v7 vs Ve—1 Vi
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e Seja G lobster com A(G) = 3.

BESTEEE

v1 V2 v3 Va Us Ve vr vs Vt—1 vt

perna-1 perna-2  perna-Y
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e Seja G lobster com A(G) = 3.

- —0
v1 v2 g va s v6 v7 vs vie1 v
paT
e Denotamos por P*? o subcaminho (v, vit1,...,v;).
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Lobsters

e Seja G lobster com A(G) = 3.

v1 V2 v3 Va Us Ve vr vs Vt—1 vt

~

subgrafo herdado de P*7

e Denotamos por P*? o subcaminho (v, vit1,...,v;).
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Terminacoes proibidas

Prefixos proibidos:
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Terminacoes proibidas

Prefixos proibidos:

U1 U2 U3 U1 V2 U3 V1 V2 U3 V4

Sufixos proibidos:

L1, trr.

- Vt—1 Ut t—2 Ut—1 Ut — Vt—2 Vt—1 VUt
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Nosso Resultado

Teorema [Luiz, Campos e Richter]

Se G é um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y e com no mdximo uma
terminagdo proibida, entdo G tem uma rotulagio-a.
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Nosso Resultado

Teorema [Luiz, Campos e Richter]

Se G é um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y e com no mdximo uma
terminagdo proibida, entdo G tem uma rotulagio-a.



T-representacao

e Introduzida por Kotzig para investigar rotulacdes-a de drvores.

Vs

Grafo m-representavel

26



T-representacao

e Introduzida por Kotzig para investigar rotulacdes-a de drvores.

B R e T - Ly
D e - LO
B R e T » Lo

Vs

Grafo m-representavel
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T-representacao

e Introduzida por Kotzig para investigar rotulacdes-a de drvores.

U3 V1 vr V5
<O OO Orom
. = Lo
OO QO 1

Vg Vo U8 V6

Vs

Grafo m-representavel
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T-representacao

e Introduzida por Kotzig para investigar rotulacdes-a de drvores.

Vs

Grafo m-representavel

> [Kotzig 1973]: T tem uma rotulagdo-a <= T tem uma 7-representagdo.
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T-representacao

e Introduzida por Kotzig para investigar rotulacdes-a de drvores.

Vs

Grafo m-representavel

> [Kotzig 1973]: T tem uma rotulagdo-a <= T tem uma 7-representaggo.
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T-representacao

e [Kotzig 1973]: Duas &drvores m-representdveis podem ser ligadas de modo a
obter uma arvore m-representdvel maior.

T T
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T-representacao
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T T

profundidade(v)=2

u
profundidade(u)=2

27



T-representacao

e [Kotzig 1973]: Duas &drvores m-representdveis podem ser ligadas de modo a
obter uma arvore m-representdvel maior.

u v

T T

profundidade(v)=2

u
profundidade(u)=2
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T-representacao

e [Kotzig 1973]: Duas &drvores m-representdveis podem ser ligadas de modo a
obter uma arvore m-representdvel maior.

T T

profundidade(v)=2

u
profundidade(u)=2

» Ideia: Decompor lobsters em subdrvores com m-representacbes adequadas.
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C-Bloco: subgrafo herdado do subcaminho P/ e que n3o tem pernas-2.

Vértice terminal
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C-Bloco: subgrafo herdado do subcaminho P/ e que n3o tem pernas-2.

» Todo C-bloco tem uma 7-representacdo na qual a profundidade dos
vértices terminais é igual a 0. [Kotzig 1973]

V3 )
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T "L Thd

V] & {5,8}
By { Bs } j Bg E
VI ¢ {7, 11} V| # 10
By i E Bs }

V] # 12
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Blocos terminais restantes

Todos estes blocos possuem uma 7-representacdo na qual os vértices terminais
possuem profundidade igual a 0.

2
s

30



llustracao da prova

e Seja G um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y, e com no mdximo uma
terminagdo proibida. Seja (v1,v2,...,v:) a espinha de G.

V1 v2 v3 V4 Vs Ve v7 vs V9 Vio Vi1 vVi2 Vi3
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llustracao da prova

e Seja G um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y, e com no mdximo uma
terminagdo proibida. Seja (v1,v2,...,v:) a espinha de G.

e Ajustamos a notac3o tal que nenhum sufixo de G seja um sufixo proibido.

V1 v2 v3 V4 Vs Ve v7 vs V9 Vio Vi1 vVi2 Vi3

Sufixos proibidos

bbb

31



llustracao da prova

e Seja G um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y, e com no mdximo uma
terminagdo proibida. Seja (v1,v2,...,v:) a espinha de G.

e Ajustamos a notac3o tal que nenhum sufixo de G seja um sufixo proibido.

v1 V2 v3 Vg Us Ve vr vs Vg Vio V11

vi2 Vi3
V1
D O e e et >
B T e e >
B O R e e e >
Vo
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llustracao da prova

e Seja G um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y, e com no mdximo uma
terminagdo proibida. Seja (v1,v2,...,v:) a espinha de G.

e Ajustamos a notac3o tal que nenhum sufixo de G seja um sufixo proibido.

vi2 Vi3
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llustracao da prova
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llustracao da prova

e Seja G um lobster com A(G) = 3, sem pernas-Y, e com no mdximo uma
terminagdo proibida. Seja (v1,v2,...,v:) a espinha de G.

e Ajustamos a notac3o tal que nenhum sufixo de G seja um sufixo proibido.

v1 v2 v3 V4 Vs Ve v7 vs V9 VYio Vi1 vVi2 Vi3

22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12
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Rotulacdes Semifortes em Grafos

32



Rotulacoes semifortes

e Seja G = (V(G),E(G)) um grafo e S = E(G) ou S = V(G) U E(G).

e Dado £ C R, uma L-rotulagdo de G é uma fungdo 7: S — L.

S = E(G), £ = {2,2.5) S=V(G)UEG), £ ={1,2}
1 1
2.5 1
2 2.5 1 2
2 2
1 2
L-rotulagdo de arestas L-rotulagdo total
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Rotulacoes semifortes

e Seja G = (V(G),E(G)) um grafo e S = E(G) ou S = V(G) U E(G).

e Dado £ C R, uma L-rotulagdo de G é uma fungdo 7: S — L.

: :

2.5 1
2 2.5 1 2
2 2
1 2
L-rotulagdo de arestas L-rotulagdo total
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Rotulacoes semifortes

e Seja G = (V(G),E(G)) um grafo e S = E(G) ou S = V(G) U E(G).

e Dado £ C R, uma L-rotulagdo de G é uma fungdo 7: S — L.

Cr(v) = ZquE(G) 7(uv) Cr(v) =7(v) + ZuveE(G) m(uv)
1 1
2 2.5 1 2
: ——e [¢]
1 2
L-rotulagdo de arestas L-rotulagdo total
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Rotulacoes semifortes

e Seja G = (V(G),E(G)) um grafo e S = E(G) ou S = V(G) U E(G).

e Dado £ C R, uma L-rotulagdo de G é uma fungdo 7: S — L.

Cr(v) = Xuven(e) T(uv) Cr(v) = 7(v) + Liver@) T(w)

[2] o [1]

2.5 1
2 2.5 1 2
2 2
(5]
1 2
L-rotulagdo de arestas L-rotulagdo total
semiforte semiforte

e (m,Cr) é uma rotulagdo semiforte de G se Cr(u) # Cx(v), para quaisquer
dois vértices adjacentes u,v € V(G).
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Rotulacao de arestas semiforte

Conjetura 1, 2,3 [Karoriski et al. 2004]

Todo grafo simples sem componentes conexas isomorfas ao K> possui uma
{1, 2, 3}-rotulagdo de arestas semiforte.

Michal Karonski Tomasz tuczak Andrew Thomason
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Classes de grafos [Khatirinejad et al. 2012]: Quais grafos possuem
uma {a, b}-rotulagdo de arestas semiforte, para
a,b € R distintos?
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Rotulacao de arestas semiforte

Conjetura 1, 2,3 [Karoriski et al. 2004]
Todo grafo simples sem componentes conexas isomorfas ao K> possui uma
{1,2,3}-rotulagdo de arestas semiforte.

e [Karoriski et al. 2004]: Apenas os rétulos 1 e 2 podem ser suficientes.

e [Dudek and Wajc 2011]: Decidir se um grafo arbitrario tem uma
{1, 2}-rotulagdo de arestas semiforte é um problema NP-completo.

‘4

Classes de grafos

'

[Khatirinejad et al. 2012]: Quais grafos possuem
uma {a, b}-rotulagdo de arestas semiforte, para
a,b € R distintos? .

[Bensmail 2013]: N'P-completo, para quaisquer
dois reais a, b distintos.
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Rotulacao total semiforte

Conjetura 1,2 [Przybyto and Wozniak 2010]

Todo grafo simples possui uma {1, 2}-rotulagdo total semiforte.

Jakub Pzybyto Mariusz Wozniak

35



Rotulacao total semiforte

Conjetura 1,2 [Przybyto and Wozniak 2010]

Todo grafo simples possui uma {1, 2}-rotulagdo total semiforte.

» [Kalkowski 2010]: Todo grafo simples tem uma {1, 2, 3}-rotulaggo total
semiforte.
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Rotulacao total semiforte

Conjetura 1,2 [Przybyto and Wozniak 2010]

Todo grafo simples possui uma {1, 2}-rotulagdo total semiforte.

» [Kalkowski 2010]: Todo grafo simples tem uma {1, 2, 3}-rotulaggo total
semiforte.

» [Hulgan et al. 2016]: Algumas familias grafos possuem uma
{a, b}-rotulagio total semiforte, para quaisquer dois reais a, b distintos:

e grafos completos
e grafos multipartidos completos
e grafos 3-coloraveis
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Rotulacao total semiforte

Conjetura 1,2 [Przybyto and Wozniak 2010]

Todo grafo simples possui uma {1, 2}-rotulagdo total semiforte.

» [Kalkowski 2010]: Todo grafo simples tem uma {1, 2, 3}-rotulaggo total
semiforte.

» [Hulgan et al. 2016]: Algumas familias grafos possuem uma
{a, b}-rotulagio total semiforte, para quaisquer dois reais a, b distintos:

e grafos completos
e grafos multipartidos completos
e grafos 3-coloraveis

» Pergunta [Hulgan et al. 2016]: Todo grafo simples possui uma
{a, b}-rotulagdo total semiforte, para quaisquer dois reais a, b distintos?
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Nossos resultados

Classes

{a, b}-total semiforte

{a, b, c}-aresta semiforte

Grafos multipartidos
completos

SIM [Hulgan et al. 2011]

SIMpara0<a <b<c

Grafos Split

SIMpara0 <a <b

SIMpara0<a <b<c

Grafos cobipartidos
regulares

SIM

SIM

Poténcias de caminho

SIM para {t,2t}, t € R\{0}

SIM para {t, 2t,3t}, t € R\{0}

Poténcias de ciclo

SIM

SIM para {t, 2t,3t}, t € R\{0}
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Grafos cobipartidos regulares

e Um grafo simples GG é cobipartido se seu complemento é bipartido.

Ql

Grafo cobipartido 6-regular Grafo bipartido 3-regular
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Grafos cobipartidos regulares

e Um grafo simples GG é cobipartido se seu complemento é bipartido.

Ql

Grafo cobipartido 6-regular Grafo bipartido 3-regular

Teorema [Luiz, Campos, de Almeida]

Se G é uma grafo cobipartido regular, entdo G tem uma {a, b}-rotulagdo total
semiforte, para a,b € R, a < b. O

37



Cobipartidos regulares: llustracao da prova

e Seja G um grafo cobipartido k-regular.
e Suponha G % K, (o resultado é conhecido para K,,).
e V(G) pode ser particionado em duas cliques X e Y com |X| = |Y].



Cobipartidos regulares: llustracao da prova

e Subgrafo destacado em azul é um grafo bipartido regular ndo-completo.

e E possivel adicionar um emparelhamento perfeito M a G tal que o grafo
resultante seja simples e (k + 1)-regular.



Cobipartidos regulares: llustracao da prova

e Subgrafo destacado em azul é um grafo bipartido regular ndo-completo.

e E possivel adicionar um emparelhamento perfeito M a G tal que o grafo
resultante seja simples e (k + 1)-regular.
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Cobipartidos regulares: llustracao da prova

e Teorema (Hulgan et al. 2016): K,, tem uma {a, b}-rotulagdo total
semiforte (m, Cr).

38



Cobipartidos regulares: llustracao da prova

c(xz1) =c(y1) =3a+b

X c(z2) = c(y2) = 2a + 2b
c(xs) = c(ys) = a + 3b
Y c(xa) = c(ya) = 4b

e Teorema (Hulgan et al. 2016): K,, tem uma {a, b}-rotulagdo total
semiforte (m, Cr).

e Atribua (7,Cr) a G[X] e G[Y] tal que Cx(z:) = Cr(yi).
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Cobipartidos regulares: llustracao da prova

c(xz1) =c(y1) =3a+b

X c(z2) = c(y2) = 2a + 2b
c(xs) = c(ys) = a + 3b
Y c(xa) = c(ya) = 4b

e Teorema (Hulgan et al. 2016): K,, tem uma {a, b}-rotulagdo total
semiforte (m, Cr).

e Atribua (7,Cr) a G[X] e G[Y] tal que Cx(z:) = Cr(yi).

e Por fim, atribua o rétulo a as arestas azuis.
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Cobipartidos regulares: llustracao da prova

c(xz1) =c(y1) =3a+ b+ 2a

X c(z2) = c(y2) = 2a + 2b + 2a
c(xz3) = c(ys) = a+3b+ 2a
Y c(xs) = c(ya) = 4b + 2a

e Teorema (Hulgan et al. 2016): K,, tem uma {a, b}-rotulagdo total
semiforte (m, Cr).

e Atribua (7,Cr) a G[X] e G[Y] tal que Cx(z:) = Cr(yi).

e Por fim, atribua o rétulo a as arestas azuis.
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Cobipartidos regulares: llustracao da prova

c(xz1) =c(y1) =3a+ b+ 2a

X c(z2) = c(y2) = 2a + 2b + 2a
c(xz3) = c(ys) = a+3b+ 2a
Y c(xs) = c(ya) = 4b + 2a
e Removendo o emparelhamento M, nds obtemos a rotulagcdo desejada. O
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Cobipartidos regulares: llustracao da prova

c(xz1) =c(y1) =3a+ b+ 2a

c(z2) = c(y2) = 2a + 2b + 2a
c(xz3) = c(ys) = a+3b+ 2a

c(xs) = c(ya) = 4b + 2a

e Removendo o emparelhamento M, nds obtemos a rotulagcdo desejada. O
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Cobipartidos regulares — Rotulacao de arestas

Teorema [Luiz, Campos, de Almeida]

Seja a,b,c € R, a < b < ¢. Se G é um grafo cobipartido k-regular sem
componentes conexas isomorfas ao K», entdo GG possui uma
{a,b, c}-rotulagdo de arestas semiforte. O
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Cobipartidos regulares — Rotulacao de arestas

Teorema [Luiz, Campos, de Almeida]

Seja a,b,c € R, a < b < ¢. Se G é um grafo cobipartido k-regular sem
componentes conexas isomorfas ao K», entdo GG possui uma
{a,b, c}-rotulagdo de arestas semiforte. O

Conjetura

Com exce¢do do grafo abaixo, todo grafo cobipartido regular conexo ndo
isomorfo ao grafo completo tem uma {a, b}-rotulagdo de arestas semiforte,
para quaisquer reais a, b distintos.
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Poténcia de ciclo

A k-ésima poténcia do ciclo C), é o grafo simples C¥ tal que:

o V(CE) =V(Cn);
o u,v e V(CF) sio adjacentes <= dc, (u,v) < k.

@ @ @
@ @ @
Cio

40



Poténcia de ciclo

A k-ésima poténcia do ciclo C,, é o grafo simples C* tal que:

o V(CHY=V(Cn);
o u,v e V(CF) sio adjacentes <= dc, (u,v) < k.

2
Clo
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Poténcia de ciclo - Nosso Resultado

Teorema [Luiz, Campos, Dantas, Sasaki]

Toda poténcia de ciclo C¥ tem uma {1, 2}-rotulacio total semiforte. O
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Poténcia de ciclo - Nosso Resultado

Teorema [Luiz, Campos, Dantas, Sasaki]

Toda poténcia de ciclo C¥ tem uma {1, 2}-rotulacio total semiforte. O
ﬂ Usando o fato de que C* é um grafo regular

Teorema [Luiz, Campos, Dantas, Sasaki]

Toda poténcia de ciclo C* tem uma {a, b}-rotulacio total semiforte, para
a,b € R, a#b. O
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Particdo em blocos do V(C*

n =13
k=2

42



Particao em blocos do

Cty n=ak+1)+r
n =13 BO
k=2

Comecando no v, e seguindo na ordem circular, particionamos V (C¥)
em « blocos, cada um com k + 1 vértices.
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Particao em blocos do

Cty n=ak+1)+r
n =13 BO B!
k=2

Comecando no v, e seguindo na ordem circular, particionamos V (C¥)
em « blocos, cada um com k + 1 vértices.
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Particao em blocos do V/

Cis n=alk+1)+r
n=13
k=2

Comecando no v, e seguindo na ordem circular, particionamos V (C¥)
em « blocos, cada um com k + 1 vértices.
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Particao em blocos do V/(

Cis n=alk+1)+r
n =13 B() Bl
k=2

A VaVaNy

v3 V4 vs

BZ

V11 V10 Vg

A ALY

Comecando no v, e seguindo na ordem circular, particionamos V (C¥)
em « blocos, cada um com k + 1 vértices.

42



Particao em blocos do V (C7

Cts n=ok+1)+r
n=13 BO Bl
k=2
V3 V4 U5 V6
B3

V10 V9 U8 U7

R A

- bloco residual

B4

Os dltimos r vértices formam o bloco residual.
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Particao em blocos do

Cis
n=13
k=2
a=4

n=ak+1)+r
B° B!

- bloco residual

Aresta de ligagdo: aresta cujos extremos pertencem a blocos distintos.
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Particao em blocos do V (C7

Cis
n=13
k=2
a=4

n=ak+1)+r
B° B!

- bloco residual

Observacdo: Cada bloco induz um grafo completo.
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Ideia da prova

Prefixo Sufixo

+ +

e Grafo CF, tal que n. = a(k + 1) + 7.
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Ideia da prova

3k +1 3k +1 3k +1
2k + 2 2k + 2
2k +1 T T T

'
o0 - -0=00- -0

3k + 7+ 1
3k + 2
T T 2k +r 41

i

B! B?
.
Bn—l Ba—z
®---0 O ®---0 O
i 2k + 1 l i 2k + 1
2k + 2 2k + 2
3k +1 3k +1

e Grafo CF, tal que n. = a(k +1) + 7.
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Conclusoes
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Conclusoes — Caterpillars 0-Rotativos

Conjetura

Todo caterpillar com didametro pelo menos cinco é O-rotativo.
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Conclusoes — Caterpillars 0-Rotativos

Conjetura

Todo caterpillar com didametro pelo menos cinco é O-rotativo.

Provamos para seis familias de caterpillars, em especial:
» Caterpillars com didmetros cinco e seis. (Feito!)

» Algumas familias de caterpillars com didmetro pelo menos sete. (Feito!)
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Conclusoes — Caterpillars 0-Rotativos

Conjetura

Todo caterpillar com didametro pelo menos cinco é O-rotativo.

Provamos para seis familias de caterpillars, em especial:
» Caterpillars com didmetros cinco e seis. (Feito!)
» Algumas familias de caterpillars com didmetro pelo menos sete. (Feito!)

» Para todo inteiro d > 5, existem caterpillars 0-rotativos com didmetro d e
nimero arbitrario de vértices.

45



Conclusoes — Rotulacao-a de Lobsters

Pergunta (Brinkman et al. 2012)

Todas as drvores com A(G) = 3, com no minimo 15 vértices e sem
rotulages-a pertencem a familia F7

» Lobsters com A(G) = 3, sem pernas-Y e com no maximo uma
terminagdo proibida. (Feito!)
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Trabalhos Futuros — Rotulacoes Graciosas

Problema 1

Todos os caterpillars com didmetro pelo menos sete, cujos vértices internos
sdo adjacentes a um nimero impar de folhas sdo O-rotativos?

Problema 2

Para quais lobsters com A(G) = 3, sem pernas-Y e com duas terminagdes
proibidas nossa técnica pode ser adaptada para provar que eles possuem uma
rotulagdo-a?
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Conclusoes — Rotulacoes semifortes

Classes

{a, b}-total semiforte

{a, b, c}-aresta semiforte

Grafos multipartidos
completos

SIM [Hulgan et al. 2011]

SIMpara0 <a<b<ec

Grafos Split

SIMpara0 < a <b

SIMpara0 <a<b<ec

Grafos cobipartidos
regulares

SIM

SIM

Poténcias de caminho

SIM para {t,2t}, t € R\{0}

SIM para {t,2t,3t}, t € R\{0}

Poténcias de ciclo

SIM

SIM para {t, 2t,3t}, t € R\{0}

e Conjetura 1,2,3 e Conjetura 1,2

e Pergunta [Hulgan et al. 2016]: Todo grafo simples possui uma

{a, b}-rotulagio total semiforte, para quaisquer dois reais a, b distintos?
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Conclusoes — Rotulacoes semifortes

Classes

{a, b}-total semiforte

{a, b, c}-aresta semiforte

Grafos multipartidos
completos

SIM [Hulgan et al. 2011]

SIMpara0 <a<b<ec

Grafos Split

SIMpara0 < a <b

SIMpara0 <a<b<ec

Grafos cobipartidos
regulares

SIM

SIM

Poténcias de caminho

SIM para {t,2t}, t € R\{0}

SIM para {t,2t,3t}, t € R\{0}

Poténcias de ciclo

SIM

SIM para {t, 2t,3t}, t € R\{0}

e Conjetura 1,2,3 e Conjetura 1,2

e Pergunta [Hulgan et al. 2016]: Todo grafo simples possui uma

{a, b}-rotulagio total semiforte, para quaisquer dois reais a, b distintos?

e Rotulacdes de Arestas Semiforte = Rotula¢bes Detectaveis de Arestas.
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Trabalhos Futuros - Rotulacoes Semifortes

Conjetura

Dados quaisquer trés nimeros reais a, b, ¢ distintos, todo grafo simples sem
componentes conexas isomorfas ao K5 possui uma {a, b, c}-rotulacdo de
arestas semiforte.
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Trabalhos Futuros - Rotulacdes Semifortes

Conjetura

Dados quaisquer trés nimeros reais a, b, ¢ distintos, todo grafo simples sem
componentes conexas isomorfas ao K2 possui uma {a, b, c}-rotulagdo de
arestas semiforte.

Conjetura
Se G é uma poténcia de ciclo ou poténcia de caminho, tal que G n3o é um
ciclo nem um grafo completo, entdo G possui uma {1, 2}-rotula¢do de arestas

semiforte.
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Grafos Split — Rotulacao total

e Grafo split: um grafo simples G cujo conjunto de vértices V(G) pode ser
particionado em uma clique Q e um conjunto independente S = V(G)\Q.

V1 V2 v3 Vg

|
s| 4 ¥ v v %

us u us us ue




Grafos Split — Rotulacao total

e Grafo split: um grafo simples G cujo conjunto de vértices V(G) pode ser
particionado em uma clique Q e um conjunto independente S = V(G)\Q.

V1 V2 v3 Vg

|
s| 4 ¥ v v %

us u us us ue

Teorema [Luiz, Campos, de Almeida]

Se G é um grafo split, entdo G tem uma {a, b}-rotulagdo total semiforte,
para a,b e R, 0 < a <b. O



Grafos Split — llustracao da prova

e Seja G um grafo split com clique maximal ) e conjunto independente S.




Grafos Split — llustracao da prova

e Seja G um grafo split com clique maximal ) e conjunto independente S.

e Ajuste a notacdo tal que dg(v;) < da(vit1), para 1 < i <|Q| — 1.

uy ug usg uy ug

d(vy) =4 d(vy) =6 d(vg) = 6 d(vg) = 6 d(vs) =7



Grafos Split — llustracao da prova

e Teorema (Hulgan et al. 2016): K, tem uma {a, b}-rotulag¢do total
semiforte 7 tal que Cx(v;) = a(n — i) + ib, para 1 <1i < n.




Grafos Split — llustracao da prova

e Teorema (Hulgan et al. 2016): K, tem uma {a, b}-rotulag¢do total
semiforte 7 tal que Cx(v;) = a(n — i) + ib, para 1 <1i < n.

o Logo, Cx(vi) < Cr(vig1), paral <i<n.




Grafos Split — llustracao da prova

e Atribua rétulo a a todos os vértices em S e todas as arestas em Eg[Q, S].




Grafos Split — llustracao da prova

e Atribua rétulo a a todos os vértices em S e todas as arestas em Eg[Q, S].




Grafos Split — llustracao da prova

e Quaisquer dois vértices v;, v, com ¢ < j, possuem | C'(v;) < C(v;)

e A cor de cada u; € S é menor que as cores dos vértices em Ng(.5).

C(v1) =4a +b

C(vg) = 5a + 2b
C(v3) = 4a + 3b
C(vy) = 3a + 4b

C(vs) = 3a + 5b




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Cada bloco BY induz um grafo
completo com k + 1 vértices.

Rotulagdo canénica




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e O subgrafo induzido por B’, com
1 <j < a-—1, recebe a rotulagdo

canodnica do Kj41.

Rotulagdo canénica




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e O subgrafo induzido por B?, com
1 <j < a-—1, recebe a rotulagdo

canodnica do Kj41.

Rotulagdo canénica




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Atribua rétulo 1 a cada aresta de
ligagdo que tenha pelo menos um

extremo em B7, 1 <j<a-1

Rotulagdo canénica




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Atribua rétulo 1 a cada aresta de
ligagdo que tenha pelo menos um 1 ! 1 2 4 2

extremo em B7, 1 <j<a-1

Rotulagdo canénica




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Cada elemento de G[B®] recebe rétulo 1.



Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Cada elemento de G[B®] recebe rétulo 1.



Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

o Arestas cujos extremos estejam em B U B° sio rotuladas como a seguir:

(o) = 2, ifo<j<i-—1;
J 1, ifi<j<k—r+i



Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

o Arestas cujos extremos estejam em B U B° s3o rotuladas como a seguir:

(o) = 2, ifo<j<i-—1;
J 1, ifi<j<k—r+i



Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Os primeiros r vértices do BY e suas arestas incidentes cujo outro extremo
esteja também em By recebem rétulo 2.



Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Os primeiros r vértices do BY e suas arestas incidentes cujo outro extremo
esteja também em By recebem rétulo 2.



Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Por fim, o subgrafo induzido pelos dltimos

1 2
kE —r + 1 vértices do B° recebem a rotulacio H
canodnica do Kp_r41. Zo z1

Rotulag¢do canénica




Exemplo — Conjetura 1,2 — Familia C*

e Por fim, o subgrafo induzido pelos dltimos

1 2
kE —r + 1 vértices do B° recebem a rotulacio H
canodnica do Kp_r41. Zo z1

Rotulag¢do canénica




Grafo multipartido completo:
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Grafos multipartidos completos — Rotulacao de arestas

Grafo multipartido completo:

Teorema [Luiz, C. N. Campos, S. M. de Almeida]

Se GG é um grafo multipartido completo com r > 3 partes, entdo G tem uma
{a, b, c}-rotulagdo de arestas semiforte, para a,b,c € R, 0 <a<b<ec. |



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Seja G um grafo multipartido completo com r > 3 partes Vi,..., V.




Multipartidos completos - llustracao da prova

e Ajuste a notagdo tal que:
o [Vi| <|Vaf;
o |Vi—o| < |Vi, @ par, i > 2;
e |Vi| < |Vi—a|, i impar, i > 1.

[V < |Va| < [Vi| < Vo] < |Va| < | Ve



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Prova construtiva.
e Provamos os casos r = 3 e r = 4 separadamente.

e Para r > 5, provamos por indu¢do em 7.




Multipartidos completos - llustracao da prova

e v': um vértice arbitrdrio da parte V;.
e C(v'): a cor do vértice v € V.

e (7;: o subgrafo induzido pelo conjunto Vi U Vo U...UV;.




Multipartidos completos - llustracao da prova

e v': um vértice arbitrdrio da parte V;.
e C(v'): a cor do vértice v € V.

e (7;: o subgrafo induzido pelo conjunto Vi U Vo U...UV;.

Vs

Gs



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para rotular G's, atribua rétulo a as arestas E¢[V1, V2], rétulo ¢ a
Ec[Vi,Vs], e rétulo b 3 Eg[Va, Vs].

/) © ey

v () (v

...... rétulo a
Ve — rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para rotular G's, atribua rétulo a as arestas E¢[V1, V2], rétulo ¢ a
Ec[Vi,Vs], e rétulo b 3 Eg[Va, Vs].

Vi

...... rétulo a
Ve — rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para rotular G's, atribua rétulo a as arestas E¢[V1, V2], rétulo ¢ a
Ec[Vi,Vs], e rétulo b 3 Eg[Va, Vs].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para rotular G's, atribua rétulo a as arestas E¢[V1, V2], rétulo ¢ a
Ec[Vi,Vs], e rétulo b 3 Eg[Va, Vs].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

o c(v?) < c(v') < c(v?) pois
o alVi| +b|Vs| < a|Va| + | V3| < b|Va| + c|V4].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para rotular G4, atribua rétulo a as arestas E¢[Vi, V(G3)].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Ainda temos c(v?) < c(v') < c(v?).

o c(v") < ¢(v?) pois a|Vi| + a|Va| + a| V3| < a|Vi| + a|Vi| + b|V3].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para i > 5, se ¢ é impar, atribua rétulo ¢ as arestas Eq[V;, V(Gi-1)].

e Para i > 5, se i é par, atribua rétulo a as arestas Eg[Vi, V(Gi—1)].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para i > 5, se ¢ é impar, atribua rétulo ¢ as arestas Eq[V;, V(Gi-1)].

e Para i > 5, se i é par, atribua rétulo a as arestas Eg[Vi, V(Gi—1)].

...... rétulo a
Ve — rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

e Para i > 5, se ¢ é impar, atribua rétulo ¢ as arestas Eq[V;, V(Gi-1)].

e Para i > 5, se i é par, atribua rétulo a as arestas Eg[Vi, V(Gi—1)].

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Multipartidos completos - llustracao da prova

[Ve| = [Va] 2 [Va| 2 [Va] = [Va] = |Vs]
d(v%) =7 < d(v?) =8 < d(v?) =8 < d(v') =9 < d(v?) =9 < d(+°) =9

c(v9) < c(v?) < e(v?) < c(v?) < c(v?) < e(v®)

Legenda:

...... rétulo a

— rétulo b

— rGtulo ¢



Rotulacao fortemente graciosa

e Seja T uma arvore com emparelhamento perfeito M.
e Uma rotulagdo f de T é fortemente graciosa se:

> [ é graciosa e para toda aresta uv € M, f(u) + f(v) = |E(T)|.

Arvore T' com 9 arestas



Rotulacao fortemente graciosa

e Seja T uma arvore com emparelhamento perfeito M.
e Uma rotulagdo f de T é fortemente graciosa se:

> [ é graciosa e para toda aresta uv € M, f(u) + f(v) = |E(T)|.

Arvore T' com 9 arestas Contree T’



Rotulacao fortemente graciosa

e Seja T uma arvore com emparelhamento perfeito M.
e Uma rotulagdo f de T é fortemente graciosa se:

> [ é graciosa e para toda aresta uv € M, f(u) + f(v) = |E(T)|.

Arvore T' com 9 arestas Contree T’

e [Broersma e Hoede 1999]: Toda &rvore é graciosa <> toda arvore com
emparelhamento perfeito é fortemente graciosa.



Rotulacao fortemente-«

1 4
D—I—I—Q
0 5 2 3

0 11 1 7 4 6 5
Rotulagdo fortemente graciosa + rotulagdo-« Contree com rotulagio-av

2 4

2
5 1
9 7
/T\

® ® O ®
0 11 1 10 6 8 3 0 5 3 4

Rotulagdo fortemente graciosa # rotulagdo-« Contree com rotulagdo-o



Rotulacao fortemente-«

1 4
D—I—I—Q
0 5 2 3

0 11 1 7 4 6 5
Rotulagdo fortemente graciosa + rotulagdo-« Contree com rotulagio-av

2 4

2
5 1
9 7
/T\

® ® O ®
0 11 1 10 6 8 3 0 5 3 4
Rotulagdo fortemente graciosa # rotulagdo-« Contree com rotulagdo-o

Rotulagdo fortemente-a: E uma rotulagdo fortemente graciosa que também é

uma rotulacido-a.



Nossos resultados

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Seja T' uma arvore com emparelhamento perfeito e seja 7" sua contree.
Ent3o, T' é fortemente-ac <= 1" é balanceada e tem uma rotulagio-c. O

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Seja G um lobster com emparelhamento perfeito. Se a contree de G for
balanceada, entdo G tem uma rotulagdo-a. O



Caterpillars com emparelhamento perfeito

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Todo caterpillar com emparelhamento perfeito é O-rotativo. O

Demonstracgido:

T
Q—O—I—I—O—Q o — —0 9o

Ul u us Ue ur us U1U2 U3IU4 UsUE UTUSR



Caterpillars com emparelhamento perfeito

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Todo caterpillar com emparelhamento perfeito é O-rotativo. O
Demonstracgido:
T us  us T
Q—O—I—I—O—Q *—eo—0o—o
Ul u us Ue ur us U1U2 U3IU4 UsUE UTUSR

» 7' é um caminho.



Caterpillars com emparelhamento perfeito

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Todo caterpillar com emparelhamento perfeito é O-rotativo. O
Demonstracgido:
T us  us T
Q—O—I—I—O—Q *—eo—0o—o
Ul u us Ue ur us U1U2 U3IU4 UsUE UTUSR

» 7' é um caminho.

» [Rosa 1967]: Todo caminho é 0O-rotativo.



Caterpillars com emparelhamento perfeito

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Todo caterpillar com emparelhamento perfeito é O-rotativo. O
Demonstracgido:

T Ugq Uus T/

3 0 2 1
Q—O—I—I—O—Q e o o o
uy U2 us3 Ug ur us UIU2 U3UL USUE UTUS
!z .
> 1" & um caminho. } T’ é O-rotativa.
» [Rosa 1967]: Todo caminho é 0O-rotativo.



Caterpillars com emparelhamento perfeito

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Todo caterpillar com emparelhamento perfeito é O-rotativo. O
Demonstracgido:

T us  us T

3 0 2 1
Q—O—I—I—O—Q *—eo—0o—o
Ul u us Ue ur us U1U2 U3IU4 UsUE UTUSR
!/ 7 .
» 7" € um caminho. } T’ é O-rotativa.

» [Rosa 1967]: Todo caminho é 0O-rotativo.

[Broersma e Hoede 1999]



Identificacao do P, com K,

N U

Teorema [Luiz, C. N. Campos e R. B. Richter]

Se T é o caterpillar obtido a partir da identificacdo de um vértice do K2 com
um vértice central do P, entdo 1" é O-rotativo. O



Identificacao do P, com K,




Identificacao do P, com K,

T1 T2

» Inicialmente, removemos a aresta vgv7.



Identificacao do P, com K,

» Inicialmente, removemos a aresta vgv7.

» Rotulamos 71 com uma rotulagdo graciosa especial.



Identificacao do P, com K,

» Inicialmente, removemos a aresta vgv7.

» Rotulamos 71 com uma rotulagdo graciosa especial.



Identificacao do P, com

» 3,4,5,6 n3o aparecem nos vértices de 7.

» 1,2,3,4 n3o sdo induzidos nas arestas de T1.



Identificacao do P, com K,

» 3,4,5,6 n3o aparecem nos vértices de 7.

» 1,2,3,4 n3o sdo induzidos nas arestas de T1.



Identificacao do P, com K,

» 3,4,5,6 n3o aparecem nos vértices de 7.

» 1,2,3,4 n3o sdo induzidos nas arestas de T1.



Caterpillars com Diametro 5

Teorema [Luiz, Campos e Richter]

Todo caterpillar com didametro cinco é 0-rotativo. O



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo
T
T / \ / \ / :i i: T tem 17 arestas



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo
T tem 17 arestas

Teorema [Rosa 1967]
Seja T' um caterpillar e seja v € V(T') tal que v é adjacente a uma folha da
base de T" ou v é uma folha da base de T'. Entdo, 1" tem uma rotulagcdo

graciosa f com f(v) = 0.



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo

T
T tem 17 arestas

34 567891011

T/

» k = ndmero de folhas adjacentes ao vértice uz € V(7T').

> Seja T’ uma arvore modelo com |E(T)| — k arestas.



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo
T tem 17 arestas

34 567891011

i

1 14 0 12 2 13

» k = ndmero de folhas adjacentes ao vértice uz € V(7T').
> Seja T’ uma arvore modelo com |E(T)| — k arestas.

» Regra de transferéncia: f(ui) + f(u2) = f(u) + f(v).



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo
T tem 17 arestas

ui u2 us3 Uq us Ue

6 8 345 7 91011
,_,_,M "
1 14 0 12 2 13

» k = ndmero de folhas adjacentes ao vértice uz € V(7T').
> Seja T’ uma arvore modelo com |E(T)| — k arestas.

» Regra de transferéncia: f(ui) + f(u2) = f(u) + f(v).



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo
T tem 17 arestas

ui u2 us3 Uq us Ue

79 6 8 34 51011
w "
1 14 0 12 2 13

» k = ndmero de folhas adjacentes ao vértice uz € V(7T').
> Seja T’ uma arvore modelo com |E(T)| — k arestas.

» Regra de transferéncia: f(ui) + f(u2) = f(u) + f(v).



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo

T
T tem 17 arestas

7 9 1516 17 6 8 34 51011

T/

» Adicionamos 3 novas folhas ao vértice us com rétulos 15,16, 17.



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo

T
T tem 17 arestas

7 9 1516 17 6 8 34 51011

» Adicionamos 3 novas folhas ao vértice us com rétulos 15,16, 17.

» Por fim, usando a rotulacdo complementar f. O



Caterpillars com diametro cinco - Exemplo

T
T tem 17 arestas

uy Uz us Ug us Ue
10 8 210 11 9 1413127 6
16 3 17 5 15 4

» Adicionamos 3 novas folhas ao vértice us com rétulos 15,16, 17.

> Por fim, usando a rotulacdo complementar f. O



Identificacao de caminho e estrela

Teorema [Luiz, Campos e Richter]

Se T é o caterpillar obtido a partir da identificacdo de uma folha da estrela
Ky s—1 com uma folha do P,, n >3 e s > [%], entdo T é O-rotativo. O



Identificacao de caminho e estrela

e T obtido pela identificagdo de uma folha do Ps com uma folha da estrela
Kl,(,'.



Identificacao de caminho e estrela

e Teorema[Rosa 1967]: Seja T' um caterpillar e v € V(T') tal que v é uma
folha da base de 7" ou é adjacente a uma folha da base de T". Entdo, T tem
uma rotulagdo graciosa f tal que f(v) = 0.



Identificacao de caminho e estrela

e Teorema[Rosa 1967]: Seja T' um caterpillar e v € V(T') tal que v é uma
folha da base de 7" ou é adjacente a uma folha da base de T". Entdo, T tem
uma rotulagdo graciosa f tal que f(v) = 0.

e Vértices v1, v2, Vs, U7, Us, Vg, V10, V11 = Resolvido.



Identificacao de caminho e estrela

e Exemplo: Vamos construir uma rotulagdo graciosa f de T tal que

f(vs) =0.



Identificacao de caminho e estrela

TQ Tl

e Exemplo: Vamos construir uma rotulagdo graciosa f de T tal que
f(vs) =0.

e Inicialmente, removemos a aresta v4vs, obtendo duas subarvores 11 e T5.



Identificacao de caminho e estrela

3 0 2 1
o—o —0 —9o
TQ Tl

e Construimos uma a-rotulagdo fi de 71 tal que fi(vs) = 0.

e f1 determina uma biparticdo {V1,V2} de Ti tal que os rétulos de Vi sdo
menores que os rétulos de Va.



Identificacao de caminho e estrela

3 0 2 1
o—o —e —0
TQ Tl

e Construimos uma a-rotulagdo fi de 71 tal que fi(vs) = 0.

e f1 determina uma biparticdo {V1,V2} de Ti tal que os rétulos de Vi sdo
menores que os rétulos de Va.



Identificacao de caminho e estrela

3 0 2 1
*———o—eo —0
T> T

e Adicionamos 47 aos rétulos dos vértices do Va.



Identificacao de caminho e estrela

10 0 9 1
*e—o0 —e —0
10 9 B
T> T

e Adicionamos +7 aos rétulos dos vértices do Va.



Identificacao de caminho e estrela

T
10 0 9 1
e—  ——eo ——0©°
10 9 8
T> T
e Os rétulos 2,3, ...,8 ndo s3o usados na rotulagido dos vértices de T7.

e Os rétulos 1,2,...,7 ndo sio induzidos nas arestas de T7.



Identificacao de caminho e estrela

10 0 9 1
e—  ——eo ——0©°
10 9 8
T> T
e Os rétulos 2,3, ...,8 ndo s3o usados na rotulagido dos vértices de T7.
e Os rétulos 1,2,...,7 ndo sio induzidos nas arestas de T7.

e Construimos uma rotulagido f2 de 15 que utiliza esses rétulos.



Identificacao de caminho e estrela

e Os rétulos 2,3, ...,8 ndo s3o usados na rotulagido dos vértices de T7.
e Os rétulos 1,2,...,7 ndo sio induzidos nas arestas de T7.

e Construimos uma rotulagido f2 de 15 que utiliza esses rétulos.



Identificacao de caminho e estrela

e Os rétulos 2,3, ...,8 ndo sdo usados na rotulagido dos vértices de T7.
e Os rétulos 1,2,...,7 ndo sio induzidos nas arestas de 77.

e Construimos uma rotulagido f2 de Ts que utiliza esses rétulos.



Poténcia de caminho

A k-ésima poténcia do caminho P, é o grafo simples PF tal que:

o V(PF)=V(P,);

e u,v € V(PF) sio adjacentes <= dp, (u,v) < k.

v1 v2 v3 V4 Vs Ve v Vg

Py



Poténcia de caminho

A k-ésima poténcia do caminho P, é o grafo simples PF tal que:

o V(PF)=V(P,);

e u,v € V(PF) sio adjacentes <= dp, (u,v) < k.

YAV aNVAVAVAVANIRN

V1 V2 v3 Va U5 Ve v7

U8



Grafos Split — Rotulacao de arestas

Theorem
Sejam a,b,c e R, com0<a<b<ec.

Seja G um grafo split sem componentes conexas isomorfas ao K2, com uma
cligue maximal @Q e um conjunto independente S = V (G)\Q.

e Se |Q| =2, entdo G tem uma {a,b}-rotulacdo de arestas semiforte.

e Se |Q| > 3, entdo G tem uma {a, b, c}-rotulacio de arestas semiforte. [



Grafos split sem L-rotulacOes de arestas semifortes,

com L = {a,2a} e L. ={0,a}

e Grafo split com |Q| > 6 e S = {u1} tal que da(u1) = 1.
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