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Grafo GG
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i (e;): fungdo de incidéncia
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o vy e v; extremos de e;
o incidentes
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vizinhos

es é um laco

e1 e eo sao arestas miltiplas

G é simples se n3o tem lacos
nem arestas multiplas



Distancia
e Distancia entre dois vértices u e v em um grafo G

e Denotado por dg(u,v).
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Vizinhos a distancia k

e Ni(v): o conjunto dos vértices a distancia k de v
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® Nl(vl) = {U27U4705}
° N2(U1) = {7137116,118}
e N3(v1) = {vr}
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Grau de um vértice

e Grau de um vértice: nimero de arestas que incidem no vértice
(lagos contam duas vezes).

e Denotado por d¢(u).
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Grau de um vértice

e Grau de um vértice: nimero de arestas que incidem no vértice
(lagos contam duas vezes).

e Denotado por d¢(u).

@ ® dg(v1) =6
@ % ® do(v;))=1para2<i<7

e A(G) : Grau maximo de G

e Grafo k-regular:

@ @ todo vértice tem grau k

@ e Grafo clbico = grafo 3-regular




Coloracao propria de vértices

® Seja GG um grafo sem lacos.

® Uma k-coloracdo prépria dos
vértices de GG é uma atribuicdo de
k cores aos vértices de G de modo
que quaisquer dois vértices
adjacentes u,v € V(G) possuam
cores distintas.
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Coloracao propria de vértices

U1 V2

® Seja GG um grafo sem lacos. Us Vg

® Uma k-coloracdo prépria dos
vértices de GG é uma atribuicdo de
k cores aos vértices de G de modo
que quaisquer dois vértices
adjacen.te-s u,v € V(G) possuam Vs Vg
cores distintas.

Uy U3

® Nimero cromético de G: o menor inteiro positivo k para o qual G possui
uma k-coloragcdo prépria de vértices.

o Denotado por x(G)






Problema de Atribui¢do de Frequéncias (PAF)

® Neste problema, temos um conjunto de transmissores
V ={v1,v9,...,v,} localizados em alguma regido geografica.
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Problema de Atribui¢do de Frequéncias (PAF)

® Neste problema, temos um conjunto de transmissores
V ={v1,v9,...,v,} localizados em alguma regido geografica.

@ ®
- ? \
e Gostariamos de atribuir canais de frequéncia aos transmissores

satisfazendo restricdes de interferéncia e de largura de banda,
atendendo algum critério de optimalidade.




Problema de Atribui¢do de Frequéncias (PAF)
Objetivo
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Problema de Atribuicio de Frequéncias (PAF) s

Objetivo
e Uma atribuicdo de frequéncias 6tima minimiza globalmente uma fung3o
de custo que depende do objetivo especifico do problema.

® Dois possiveis objetivos sdo:

(1) minimizar uma fungdo de largura de banda sujeita a um nivel aceitavel
de interferéncia. A largura de banda é geralmente tomada como a
diferenca entre a maior e a menor frequéncia utilizadas.

(2) minimizar a interferéncia do sistema (a quantidade de dispositivos que
ficardo sem servico) dada uma atribuicdo de canais fixa.

® Focamos no primeiro objetivo.
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Problema de Atribui¢do de Frequéncias (PAF)

Reutilizagdo de Canais

e Se dois transmissores se interferem, podemos atribuir-lhes canais de
frequéncias diferentes.

e Contudo, se possivel, gostariamos de reutilizar canais de frequéncias
aproveitando a natureza espacial da propagacdo do sinal de radio que
determina que a poténcia do sinal é uma funcdo de distancia.

by
\é/é\é/_é/é

Definimos interferéncia como uma fungdo de frequéncia e distancia.

11



é
Aborda gens BT

¢ Pesquisa Operacional

o Técnicas de programacao matematica: programacao linear inteira,
programacao por restricoes, etc.

o Metaheuristicas: algoritmos baseados em biologia computacional

o Técnicas de Inteligéncia Artificial: redes neurais, etc.
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o Técnicas de programacao matematica: programacao linear inteira,
programacao por restricoes, etc.

o Metaheuristicas: algoritmos baseados em biologia computacional

o Técnicas de Inteligéncia Artificial: redes neurais, etc.

e Teoria dos Grafos

o T-colorings

@]

L(h, k)-labelings e generaliza¢des

o

Radio Labelings

o dentre outras ...
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Problema da Atribuicao de Canais e a
Rotulagdo-L(2,1)
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Transmissores muito préximos

Em nosso modelo serdo conectados por uma aresta
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N3o serdo conectados por aresta, mas sua distancia serd considerada
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Modelagem como grafo
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Rotulagdo-L(2,1)

Griggs e Yeh, 1992

Uma rotulagdo-L(2, 1) de um grafo
G é uma fungdo f: V(G) — Z>o
que satisfaz:

o [f(u) = f(v)] > 2, se
de(u,v) =1,
)

16



Rotulagdo-L(2,1)

O span de uma rotulagdo-L(2,1) f é

Griggs e Yeh, 1992

Uma rotulagdo-L(2, 1) de um grafo
G é uma fungdo f: V(G) — Z>o
que satisfaz:

* [f(u)— f(v)
de(u,v) =1,
)

A21(f) = max{[f(u) = f(v)[: u,v € V(G)}
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Ndmero Cromatico L(2,1)

3
Opa
(14)

Rotulagdo f
Az1(f) =14
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Ndmero Cromatico L(2,1)

3
Opa
(14)

©)

Rotulagdo f
Az1(f) =14

(2)
093
(4)

Rotulacdo f’
Ao (f) =4
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Ndmero Cromatico L(2,1) e,

Rotulacio f Rotulacdo f’
A21(f) =14 A2 1(f) =4

Nimero Cromatico L(2,1)

A2,1(G) = min{Ao 1(f): f é uma rotulagdo-L(2,1) de G}

17



Problema da Rotulagdo-L(2,1)

Problema da Rotulagdo-L(2,1)

Determinar Ao 1(G) para um grafo G arbitréario.
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Problema da Rotulagdo-L(2,1)

Problema da Rotulagdo-L(2,1)

Determinar Ao 1(G) para um grafo G arbitréario.

e Determinar A2 1(G) é NP-completo (Griggs e Yeh, 1992)

® )y 1(G) ja foi determinado para algumas classes de grafos

o Qaminhos, Ciclos, Rodas e Completos
o Arvores (algoritmo polinomial)
o Grafos de Petersen Generalizados P(n, k) com k < 12

e Limitantes superiores para Az 1(G) ja foram estudados para algumas
classes:

o Grafos hipercubos, Grafos de intervalo, Grafos cordais, Grafos
exoplanares

18



Limitantes Inferiores

A2,1(G) > A(G) + 1 para todo grafo G.

/ dG(V

/ Cﬂn w‘e’l’o dé

ores
C=§o,L,..,A+1}
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Limitantes Inferiores

A2,1(G) > A(G) + 1 para todo grafo G.

/ dG(V

/ Cﬂn Lm'l'o dé

Cores
C=§o,L,..,A+1}

Se G tem uma rotulagdo-L(2,1) f com span A(G) + 1, entdo, todo
A(G)-vértice v € V(G) possui rétulo f(v) € {0, A(G) + 1}.

19



Limitantes Inferiores

Se G contém um caminho com 3 vértices vy, v2,v3 tal que dg(vy) =
d(;(’Ug) = d(;(?]3) = A(G), entdo )\le(G) > A(G) + 2.

0 6 2

o7 \vl@@o

R0 997

Suponha C={01,23456}

20



Limitantes Inferiores

Se G contém um caminho com 3 vértices vy, v2,v3 tal que dg(vy) =
d(;(’Ug) = d(;(?]3) = A(G), entdo )\le(G) > A(G) + 2.

0 6 2

A IS

Suponha C={01,23456}

Corolario

Se G é A(G)-regular, entdo A2 1(G) > A(G) + 2.

20



Conjectura de Griggs e Yeh

Conjectura de Griggs e Yeh (1992)

Se G é um grafo simples com A(G) > 2, ent3o

A21(G) < A(G)?
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Conjectura de Griggs e Yeh

Conjectura de Griggs e Yeh (1992)

Se G é um grafo simples com A(G) > 2, ent3o

A21(G) < A(G)?

Griggs e Yeh (1992) verificaram essa conjectura para:

e Grafos com A(G) <2

® Todo grafo conexo G com

A(G) > (n—1)/2

e Todo grafo conexo G com didmetro 2
(limitante apertado)

Essa conjectura continua aberta
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Algoritmo Guloso [Griggs e Yeh 1992]

® Seja G um grafoe £ ={0,1,2,...} um conjunto de rétulos.

e Escolha arbitrariamente um vértice v € V(@) ainda n3o rotulado e
atribua a v o menor rétulo do conjunto £ satisfazendo as condi¢Ses da
rotulagdo-L(2,1).

(% Vg

Vo V3 Vg Us
O—O—CO—C0O—~0O——0
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Algoritmo Guloso [Griggs e Yeh 1992]

® Seja G um grafoe £ ={0,1,2,...} um conjunto de rétulos.

e Escolha arbitrariamente um vértice v € V(@) ainda n3o rotulado e
atribua a v o menor rétulo do conjunto £ satisfazendo as condi¢Ses da
rotulagdo-L(2,1).

® Dado G qualquer, qual o maior rétulo usado?

® Para descobrir, vamos contar quantos rétulos estao proibidos no pior caso.

22



Algoritmo Guloso [Griggs e Yeh 1992] N

Pior caso: todos os vértices em Nj(v;) U Na(v;) ja estdo rotulados e
todos possuem grau maximo.
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Algoritmo Guloso [Griggs e Yeh 1992] N

Pior caso: todos os vértices em Nj(v;) U Na(v;) ja estdo rotulados e
todos possuem grau maximo.

e Cada vizinho z; proibe 3 rétulos: f(z;), f(z;) —1e f(z;) +1

e Como v; tem A vizinhos, eles proibem 3A rétulos em v;

23



Algoritmo Guloso [Griggs e Yeh 1992]

Pior caso: todos os vértices em Nj(v;) U Na(v;) ja estdo rotulados e
todos possuem grau maximo.

e Existem no maximo A(A — 1) vértices a distancia 2 de v;
e Cada um desses vértices proibe 1 rétulo em v;

® Logo, eles proibem no total A(A — 1) rétulos em v;

23



Algoritmo Guloso [Griggs e Yeh 1992]

Pior caso: todos os vértices em Nj(v;) U Na(v;) ja estdo rotulados e
todos possuem grau maximo.

e Total de rétulos proibidos: 3A + A(A — 1) = A? 4+ 2A
e Logo, o conjunto de cores {0,1,...,A% + 2A} basta.
° /\271(G) < A2 + 2A.

23



Conjuntos 2-estaveis

e Seja G um grafo.

e Um subconjunto de vértices S C V(G) é dito 2-estavel se, para
quaisquer dois vértices u,v € S, tem-se dg(u,v) > 2.

v12 V11 V10 V9 vUg U7
) ) R )
/ / / /
) ) ) )
/ / / /
U1 ) U3 V4 U5 V6
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v12 V11 V10 V9 g U7
" . () ()
/ / _/
) ‘) R ‘)
/ / _/ /
U1 V9 U3 V4 U5 Ve

e Um conjunto estavel S é maximal se ndo existe nenhum outro
conjunto estavel S C V(G) tal que S C 5.
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v12 V11 V10 V9 g U7
" . () ()
/ / _/
) ‘) ‘)
/ / . /
U1 ) U3 V4 U5 V6

e Um conjunto estavel S é maximal se ndo existe nenhum outro
conjunto estavel S C V(G) tal que S C 5.
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

&

e Baseado na seguinte ideia: os vértices de um conjunto 2-estavel

maximal podem receber o mesmo rétulo.

V12 V11 V10 (%] U8 U7
2 (0) 2 2 0
/ N / /
0 2 /R (0) 2
_/ _/ \ZJ _/
(1 V9 U3 V4 U5 Ve
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

Vg V10 V11 V12 V13
) ) N
U/ _/ /
U1 V2 U3

() w () Ou Ous

U7 Ve U5
) N N
U/ _/ /
V21 V20 V19 U18 U17

e S;: conjunto 2-estavel maximal (recebem rétulo 7) tal que S; C F;.

e F;: conjunto dos vértices ndo rotulados que estdo a distancia maior
ou igual a 2 dos vértices de .S;_1.

26



e No inicio, definimos S_1 = ()
o F() = V(G)
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e lteracao ¢ =0
o Iy = V(G)
o Sy = {v2, v6, V11, V15, V19, V23 }
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13

©

V21 V20 V19 U18 U17

e lteracao ¢ =0
) FO = V(G)
o So = {v2,v6, V11, V15, V19, V23 }
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

e |teracao i =1

o Fy = {vy,vs, vy, V13, V17, V21 }

26



Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

e |teracao i =1

o Fy = {vy,vs, vy, V13, V17, V21 }
o Sy = {vg,v13,v17,v21}

26



i (© Ou @

e © O v
Ve Vs
(0) ()
\Z/ /
V21 V20 V19 V18 V17

e |teracao i =1
o Fy = {vy,vs,v9,v13, V17, V21 }
o Sy = {vg,v13,v17, V21 }
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13

©

O—O Oww
U5
U18

©—Q. Ow

N
o/

O

V21 V20

e |teracao : = 2
o Iy = {vyg,vs}
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13

©

<
)
w

<
=
ot

e © O
Ve Vs
©—C0O
V21 V20 V19 V18 V17

e |teracao : = 2

o Fy = {vy,vs}
o SQ = F2
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V21 V20 V19 U18 U17

e |teracao : = 2

o Fy = {vy,vs}
o SQ = F2
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

e lteracao ¢ = 3

o F3 = {v10,v12, V14, V16, V18, V20, V21, V24 }
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

e lteracao ¢ = 3

o F3 = {v10,v12, V14, V16, V18, V20, V21, V24 }
o S3 = {vi0, V14, V18, V22 }
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O

[~
=
o

v @ © O v
U7 Ve Vs
O—0©——~B
V21 V20 V19 U18 U17

e |teracao : = 3
o F3 = {v10,v12, V14, V16, V18, V20, V21, V24 }
o S3 = {v10, V14, V18, V22 }
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

e lteracao ¢ =4

o Fy = {v1,vs,vs, 07,012, V16, V20, V24 }
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]

e lteracao ¢ =4

© F4 = {'U],U?,,U{),U?,UlQ,UlG,U207U24}
© 5'4 - {’U17'U57'U12,’U20}

26
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@03
V21 V20 V19 V18 V17

e lteracao ¢ =4

© F4 = {U],U3,U5,U?,UlQ,UlG,U207’U24}
© 5'4 - {’U17'U57'U12,’U20}
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13
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G008
V21 V20 V19 U18 V17

e |teracao i =5

o F5 = {v3,v7,v16,V24}
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13
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U7 Ve Us
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V21 V20 V19 U18 U17

e |teracao i =5

o F5 = {v3,v7,v16,V24}
o 55 = F5

26
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13
G)—0)—)
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V21 V20 V19 V18 v17

e |teracao i =5

o F5 = {v3,v7,v16,V24}
o 55 = F5

26
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13
G)r—(0)—)
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v (3) © ® o
U7 Ve U5
(1) o) ()
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V21 V20 V19 U18 U17

e Ao final, temos uma rotulagdo-L(2,1) de G.
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Segundo Algoritmo [Chang e Kuo 1996]
Vg V10 11 V12 V13
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V22 e @ a V16
U7 Ve Vs
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V21 V20 V19 U18 U17

Teorema [Chang e Kuo 1996]

Para todo grafo G com grau maximo A, A2 1(G) < A% + A.
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Prova do Teorema

Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.

Queremos provar que k < A% + A.

27



Prova do Teorema

Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.

Queremos provar que k < A% + A.
o 1 ={i:0<i<k-—1led(w,y) =1 paraalgum y € S;},
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Prova do Teorema

Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.
Queremos provar que k < A% + A.

e [ ={i:0<i<k—-1ed(w,y) =1 para algum y € S;},

e L={i:0<i<k-—1led(w,y) <2paraalgumy € S;},
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Prova do Teorema
Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.
Queremos provar que k < A% + A.

e [ ={i:0<i<k—-1ed(w,y) =1 para algum y € S;},

e L={i:0<i<k-—1led(w,y) <2paraalgumy € S;},

e 3={i:0<i<k-—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.
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Prova do Teorema

Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.

Queremos provar que k < A% + A.

o 1 ={i:0<i<k-—1led(w,y) =1 paraalgum y € S;},
e L={i:0<i<k-—1led(w,y) <2paraalgumy € S;},
e 3={i:0<i<k-—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.

Note que |Iz| + |I3] = k.
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Prova do Teorema

Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.

Queremos provar que k < A% + A.

o 1 ={i:0<i<k-—1led(w,y) =1 paraalgum y € S;},
e L={i:0<i<k-—1led(w,y) <2paraalgumy € S;},
e 3={i:0<i<k-—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.

Note que |Iz| + |I3] = k.

O total de vértices a distdncia no maximo 2 de w é no maximo
A+ A(A —1) =A% Logo, |I2| < A?
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Prova do Teorema

Prova: Seja f a rotulagdo-L(2,1) obtida em um grafo G apés a aplicacdo
do algoritmo. Seja k o maior rétulo usado e w € V(G) com f(w) = k.

Queremos provar que k < A% + A.

o 1 ={i:0<i<k-—1led(w,y) =1 paraalgum y € S;},
e L={i:0<i<k-—1led(w,y) <2paraalgumy € S;},
e 3={i:0<i<k-—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.

Note que |Iz| + |I3] = k.

O total de vértices a distdncia no maximo 2 de w é no maximo
A+ A(A —1) =A% Logo, |I2| < A?

Como d(w) < A, temos que |I;| < A. Logo,

M 1(G) S k = |Io| + |I5] < A% + |I5].
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Prova do Teorema (cont.)

® | embre que:

o F; = conjunto dos vértices ndo rotulados que estdo a distancia maior
ou igual a 2 dos vértices de S; 1

o I3={i:0<i<k—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.
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Prova do Teorema (cont.)

® | embre que:

o F; = conjunto dos vértices ndo rotulados que estdo a distancia maior
ou igual a 2 dos vértices de S; 1

o I3={i:0<i<k—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.

e Paracadai € I, w ¢ F; (caso contrério, S; U{w} é um subconjunto
2-estavel de Fj, contradizendo a maximalidade de S;)
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Prova do Teorema (cont.)

® | embre que:

o F; = conjunto dos vértices ndo rotulados que estdo a distancia maior
ou igual a 2 dos vértices de S; 1

o I3={i:0<i<k—1ed(w,y) >3 paratodoy € S;}.

e Paracadai € I, w ¢ F; (caso contrério, S; U{w} é um subconjunto
2-estavel de Fj, contradizendo a maximalidade de S;)

e [sso implica que d(w,y) = 1 para algum vértice y € S;_1;
ou seja, i — 1 € I;. Assim, |I3] < |I;|. Ent3o

Mo (G) <k = |B| + || < |L|+ || < A2+ A.
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Limitantes superiores para A 1(G)

Seja G grafo com grau maximo A. Ent3o:

° X21(G) < AZ+2A [Griggs e Yeh, 1992]
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Limitantes superiores para A 1(G)
Seja G grafo com grau maximo A. Ent3o:

° X21(G) < AZ+2A [Griggs e Yeh, 1992]

e \1(G) <A+ A [Chang e Kuo, 1996]
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Limitantes superiores para A 1(G) s,

Seja G grafo com grau maximo A. Ent3o:
° X21(G) < AZ+2A [Griggs e Yeh, 1992]
e \1(G) <A+ A [Chang e Kuo, 1996]

e M1 (G)<AZ+A-1 [Kral e Skrekovski, 2003]
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Limitantes superiores para A 1(G) g,

Seja G grafo com grau maximo A. Ent3o:

° X21(G) < AZ+2A [Griggs e Yeh, 1992]
e \1(G) <A+ A [Chang e Kuo, 1996]
e M1 (G)<AZ+A-1 [Kral e Skrekovski, 2003]

M1 (G) < A2+ A -2 [Gongalves, 2006]

29






Grafos com A(G) =3

Resultados conhecidos

e A Conjetura de Griggs e Yeh continua aberta mesmo para grafos
com A(G) = 3.

31



Grafos com A(G) =3

Resultados conhecidos

e A Conjetura de Griggs e Yeh continua aberta mesmo para grafos
com A(G) = 3.

e Todo grafo hamiltoniano com A(G) = 3 possui A2 1(G) < 9.
[Jeong-Hyun Kang, 2008]

31



Grafos com A(G) =3

Resultados conhecidos

e A Conjetura de Griggs e Yeh continua aberta mesmo para grafos
com A(G) = 3.

e Todo grafo hamiltoniano com A(G) = 3 possui A2 1(G) < 9.
[Jeong-Hyun Kang, 2008]

e Grafos exoplanares com grau maximo 3 possuem Xy 1(G) < 6.
[Li e Zhou, 2013]
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Grafos com A(G) =3
Resultados conhecidos
e O grafo de Petersen possui A2 1(G) =9 e todos os demais grafos

de Petersen generalizados possuem Ag 1 (G) < 8.
[Georges e Mauro, 2002]

32



Grafos com A(G) = 3

Resultados conhecidos

e O grafo de Petersen possui A2 1(G) =9 e todos os demais grafos
de Petersen generalizados possuem Ag 1 (G) < 8.
[Georges e Mauro, 2002]

Conjectura [Georges e Mauro 2002]

Com excecdo do grafo de Petersen,
todo grafo com A(G) = 3 possui
X1(G) <7

32



Grafos com A(G) =3

Resultados conhecidos

e O grafo de Petersen possui A2 1(G) =9 e todos os demais grafos
de Petersen generalizados possuem Ag 1 (G) < 8.
[Georges e Mauro, 2002]

Conjectura [Georges e Mauro 2002]

Com excecdo do grafo de Petersen,
todo grafo com A(G) = 3 possui
X1(G) <7

e Todos os grafos de Petersen generalizados com n < 12 vértices
possuem A2 1(G) < 7.
[Adams et al.(2006), Y-Z Huang et al.(2012)]
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SubdivisGes de grafos

Definicao

Seja G um grafo e h: E(G) — N uma funggo.

Uma h-subdivisdo de G, denotada por G,), é o grafo obtido a
partir de G substituindo cada aresta uv € E(G) por um caminho
P =wuzx9 -+ xp_1v com n arestas, onde n = h(uv).

Vg V2 V1 Va
o———9

L
y Y Vy Va

h(uwz)=2  h(Vahy)=3
h(VlVS): 2 h(VLVH}:g
h(Valy)= 2
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SubdivisGes de grafos

Definicao

e Seja G grafo, c€ Ne h: E(G) — N uma fungio.

e Se h(e) > c para toda aresta e € E(G), entdo denotamos o grafo
G(ny por G(>c).

® Se h(e) = c para toda e € E(G), entdo denotamos o grafo Gy,
por G ().
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SubdivisGes de grafos

Resultados Preliminares

® X21(G(e) < A+ 2 para todo grafo G e para todo ¢ > 4. [La 2012]
® X21(G3)) < A+ 2 para todo grafo G. [Karst et al. 2015]

® X21(G(>4)) <5 paratodo G com A(G) =3 [Mandal e Panigrahi 2017]
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Subdivisdes de grafos

Resultados Preliminares

® X21(G(e) < A+ 2 para todo grafo G e para todo ¢ > 4. [Lid 2012]

A2,1(G(3)) < A+ 2 para todo grafo G. [Karst et al. 2015]

A2,1(G(>4)) <5 para todo G com A(G) =3 [Mandal e Panigrahi 2017]

A2,1(G(>2)) < 8 para todo G com A(G) =3 [Costa e Luiz 2020]

® )\21(G(>3)) <6 para todo G com A(G) =3 [Costa e Luiz 2020]

35






Resultados mgwm

Trabalho conjunto com Robertty Costa(Pargo/UFC)

Teorema

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo Ay 1(G>3) < 5.

Teorema

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo Ay 1(G>g) = 4.
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Resultado 1

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>3) < 5.
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Resultado 1

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>3) < 5.

llustracao da Demonstracao:
® Sejam G e G'>3 como no enunciado. Supomos G conexo.

e Construimos uma rotulagdo-L(2,1) f: V(G>3) — {0,1,2,3,4,5}
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Resultado 1

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>3) < 5.

llustracao da Demonstracao:
® Sejam G e G'>3 como no enunciado. Supomos G conexo.

e Construimos uma rotulagdo-L(2,1) f: V(G>3) — {0,1,2,3,4,5}

o A

Grafo G Grafo G>3
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 1

e Etapa 1: Para todo v € V(G>3) com d(v) = 3, faga f(v) = 0.

Grafo ng
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 1

e Etapa 1: Para todo v € V(G>3) com d(v) = 3, faga f(v) = 0.

Grafo ng

Etapa 2: rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.
Dificuldade: vértices vizinhos ndo podem ter cores conflitantes.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

40



llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 1: Seja G’ uma cépia de G>3

40



llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 2: Para todo v € V(G’) com d(v) = 3, adicione arestas conectando
seus vizinhos, se eles n3o forem conectados

40



llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 2: Para todo v € V(G’) com d(v) = 3, adicione arestas conectando
seus vizinhos, se eles n3o forem conectados
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 3: Remova todos os vértices v com dg (v) = 3
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 3: Remova todos os vértices v com dg (v) = 3
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. . )
llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 4: Para cada caminho induzido P = uzi2s ... x,v, remova seus
vértices internos e ligue suas extremidades u e v

40
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Passo 4: Para cada caminho induzido P = uzi2s ... x,v, remova seus
vértices internos e ligue suas extremidades u e v

40



llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

O grafo resultante é o grafo auxiliar H.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Observacdo: H possui A(G) = 3, logo H n3o é um ciclo.
Além disso, H nao é um grafo completo.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Teorema de Brooks: Se GG é um grafo conexo tal que G ndo é um ciclo
nem um grafo completo, entdo G tem uma coloragdo prépria de vértices
com A(G) cores.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Seja ¢ uma 3-coloracdo prépria de vértices de H com as cores 2,4, 5
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Seja ¢ uma 3-coloracdo prépria de vértices de H com as cores 2,4, 5
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Para isso, construimos um grafo auxiliar H a partir de G>3

Usamos essa colora¢do prépria de vértices de H para rotular os vértices de
G>3 que sdo adjacentes a vértices de grau 3 em G>3.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

e Voltamos ao grafo original trazendo os rétulos.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

e Voltamos ao grafo original trazendo os rétulos.

0 ®

®
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Problema: alguns vértices adjacentes rotulados nesta etapa podem ter
rétulos conflitantes!

0 O—O
@ ®
& @
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 2

e Etapa 2: Rotular todos os vértices adjacentes a vértices de grau 3.

® Problema: alguns vértices adjacentes rotulados nesta etapa podem ter
rétulos conflitantes!

0 ®&—~QO
@ ®
& @

Atencao: Além disso, ainda restam vértices a serem rotulados. Esses
vértices induzem caminhos e serdo rotulados na préxima etapa
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 3

e Etapa 3: Resolver possiveis conflitos e rotular vértices ainda n3o
rotulados.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 3

e Etapa 3: Resolver possiveis conflitos e rotular vértices ainda n3o
rotulados.

e Considere os caminhos P = uzyx5 - - - x,v, onde dg(u) = 3, dg(v) =3 e
de(x;) = 2 para todo 1 < i < n.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 3

e Etapa 3: Resolver possiveis conflitos e rotular vértices ainda n3o
rotulados.

e Considere os caminhos P = uzyx5 - - - x,v, onde dg(u) = 3, dg(v) =3 e
de(x;) = 2 para todo 1 < i < n.

a &
b d

e Lembre que f(u) = f(v) =0e f(z1) e f(x,) pertencem a {2,4,5}.
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llustracao da Demonstracdo — Etapa 3

Etapa 3: Resolver possiveis conflitos e rotular vértices ainda n3o
rotulados.

Considere os caminhos P = uxjxs - - - 2,0, onde dg(u) = 3, dg(v) =3 e
de(x;) = 2 para todo 1 < i < n.

a &
b d

Lembre que f(u) = f(v) =0e f(x1) e f(x,) pertencem a {2,4,5}.
Sem perda de generalidade, supomos f(z1) > f(z,).

Rotulamos todos os caminhos P em etapas consecutivas por ordem
crescente dos seus comprimentos.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 1: Considere caminho P de comprimento 3.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 1: Considere caminho P de comprimento 3.

e Os vértices x1 e w9 ja estdo rotulados, mas podem estar em conflito!

o Isso acontece quando f(x1) =5e f(ag) =4
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 1: Considere caminho P de comprimento 3.

e Os vértices x1 e w9 ja estdo rotulados, mas podem estar em conflito!

o Isso acontece quando f(x1) =5e f(ag) =4

e Solucdo: defina f(z2) = 3.

42



llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 2: Considere caminho P de comprimento 4 com f(x1) = 4.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 2: Considere caminho P de comprimento 4 com f(x1) = 4.

e Os vértices x1 e x3 ja estdo rotulados, com f(x1) > f(x3).
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 2: Considere caminho P de comprimento 4 com f(x1) = 4.

e Os vértices x1 e x3 ja estdo rotulados, com f(x1) > f(x3).

e Solucdo: faca f(x1) =3 e f(x2) =5.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 3: Considere caminho P de comprimento 4 com f(z1) = 5.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 3: Considere caminho P de comprimento 4 com f(z1) = 5.

e Temos dois subcasos, dependendo se f(z3) =4 ou f(x3) = 2.

e Subcaso 3.1: f(z3) = 4.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)
e Caso 3: Considere caminho P de comprimento 4 com f(z1) = 5.

e Temos dois subcasos, dependendo se f(z3) =4 ou f(x3) = 2.

e Subcaso 3.1: f(z3) = 4.

e Solugdo: faca f(x2) = 2.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 3: Considere caminho P de comprimento 4 com f(z1) = 5.

e Temos dois subcasos, dependendo se f(x3) =4 ou f(z3) = 2.

e Subcaso 3.2: f(z3) = 2.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Caso 3: Considere caminho P de comprimento 4 com f(z1) = 5.
e Temos dois subcasos, dependendo se f(x3) =4 ou f(z3) = 2.

e Subcaso 3.2: f(z3) = 2.

® Solugdo: faca f(x2) =1 e f(x3) = {3,4}\{f(c)}.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Existem mais 4 casos e em todos eles, provamos que a rotulacao
pode ser estendida para o caminho ainda n3o rotulado.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Existem mais 4 casos e em todos eles, provamos que a rotulacao
pode ser estendida para o caminho ainda n3o rotulado.

(i) Caso 4: P com comprimento 5.
(i) Caso 5: P com comprimento 6.

(iii) Caso 6: P com comprimento 7.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Existem mais 4 casos e em todos eles, provamos que a rotulacao
pode ser estendida para o caminho ainda n3o rotulado.

(i) Caso 4: P com comprimento 5.

(ii)

(iii) Caso 6: P com comprimento 7.
)

(iv

Caso 5: P com comprimento 6.

Caso 7: P com comprimento maior ou igual a 8.
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llustragdo da Demonstracdo — Etapa 3 (cont.)

e Existem mais 4 casos e em todos eles, provamos que a rotulacao
pode ser estendida para o caminho ainda n3o rotulado.

(i) Caso 4: P com comprimento 5.

(i) Caso 5: P com comprimento 6.
(iii) Caso 6: P com comprimento 7.
(iv) Caso 7: P com comprimento maior ou igual a 8.

a T T c
@) u xro2 X3 T4 5 T L7 Ty X9 ... v O

5075865685
O O
b d

Ao final, podem ocorrer 4 tipos de conflitos entre f(x,—1) e f(xy).
Mostramos que cada um deles pode ser resolvido localmente
redefinindo alguns rétulos.
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Concluindo a ilustracdo da prova

e Vértices em verde foram rotulados na Etapa 3.
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Concluindo a ilustracao da prova

e Vértices em verde foram rotulados na Etapa 3.

® Problema: Falta rotular caminhos onde um dos extremos possui grau 1.
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Concluindo a ilustracdo da prova

e Vértices em verde foram rotulados na Etapa 3.
® Problema: Falta rotular caminhos onde um dos extremos possui grau 1.

® Solucdo: Uma atribuicdo gulosa de rétulos ao longo da sequéncia de
vértices do caminho resolve esse problemal
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Exemplo apertado mﬁwm
Assim, provamos o seguinte resultado:

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G' é um grafo com A(G) = 3, entdo Ay 1(G>3) < 5.
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Exemplo apertado
Assim, provamos o seguinte resultado:

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G' é um grafo com A(G) = 3, entdo Ay 1(G>3) < 5.

Esse limitante superior é apertado.
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Resultado 2 mimw

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G' é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>g) = 4.
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Resultado 2 mgwm

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G' é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>g) = 4.

Esboco da demonstracao:

e Prova construtiva semelhante a anterior.
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Resultado 2 mﬁwm

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G' é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>g) = 4.

Esboco da demonstracao:

e Prova construtiva semelhante a anterior.

e Sabemos que A2 1(G>g) > A(G>g) +1=4.
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Resultado 2 -4

Teorema [Costa e Luiz 2022]

Se G' é um grafo com A(G) = 3, entdo A2 1(G>g) = 4.

Esboco da demonstracao:

e Prova construtiva semelhante a anterior.
e Sabemos que A2 1(G>g) > A(G>g) +1=4.

e Para provar a igualdade, basta construir uma rotulagdo-L(2,1) de
G>g com rétulos em {0,1,2,3,4}.
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Esboco da demonstracao

e Passo 1: Atribuimos 0 a todos os vértices de grau 3

O
O
O
O
O

O
O
O
O
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O
O
O

O
O
O
O
O

O
O
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Esboco da demonstracao

e Passo 1: Atribuimos 0 a todos os vértices de grau 3
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Esboco da demonstracao

e Passo 2: Usando o grafo auxiliar H, rotulamos os vértices adjacentes a

vértices de grau 3 com rétulos 2, 3,4 respeitando as condi¢Ges da
rotulagdo-L(2,1).

4 () () ) ) () 2
/) /) / / N

O
O
O
O
O
O
O
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Esboco da demonstracao

e Passo 3: O grafo induzido pelos vértices ndo rotulados é uma floresta
linear.

e N N N NN
4 O—0O—0O—0O——0 2
N N N NN D
0 O——CO—O0O—CO0O0——CO0O——O0O—O0O—® 0
N NN N NN
2 O—O0O—O0O— 00— 00— 0—"—0 3
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Esboco da demonstracao

® Passo 4: Usando inducdo no comprimento dos caminhos, mostramos que
a rotulagdo parcial pode ser estendida para os caminhos resultando em
uma rotulagdo-L(2,1) com rétulos 0, 1,2, 3, 4.
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Esboco da demonstracao
® As sequéncias 4,2,0 ou 0,2, 4 s3o “repetiveis”

e Assim, obtemos uma 4-rotulagdo-L(2,1) de G'>g

50






Conclusao e Trabalhos Futuros

Em trabalho conjunto com Robertty Costa provamos que,
para todo grafo G com A(G) = 3:

¢ X 1(G>2) <7
® X2 1(G>3) <5 (limitante apertado)

° )\271(G26) =14
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Conclusao e Trabalhos Futuros

Em trabalho conjunto com Robertty Costa provamos que,
para todo grafo G com A(G) = 3:

e X1 (Gs2) <7
® X2 1(G>3) <5 (limitante apertado)
L4 )\271(G26) =4

Com base em resultados parciais, propomos a seguinte conjectura.

(3)

&P %

Com excecdo do K, para todo grafo G

()
com A(G) = 3, tem-se A(G>2) < 5. ch

Grafo Ruim
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Conjecturas

Conjectura de Griggs e Yeh (1992)

Se G é um grafo simples com A(G) > 2, entdo

A21(G) < A(G)?

e Melhor limitante conhecido: A2 1(G) < A(G)? + A(G) — 2

e Essa conjetura encontra-se aberta mesmo para grafos com A(G) =3
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Conjecturas

Conjectura de Griggs e Yeh (1992)

Se G é um grafo simples com A(G) > 2, entdo

A21(G) < A(G)?

e Melhor limitante conhecido: A2 1(G) < A(G)? + A(G) — 2

e Essa conjetura encontra-se aberta mesmo para grafos com A(G) =3

Conjectura [Georges e Mauro 2002]

Com excecdo do grafo de Petersen, todo grafo com A(G) = 3 possui
A1 (G) <7
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Obrigado
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Rotulagdo L(3,2,1)

e Uma rotulagdo L(3,2,1) de um grafo G é uma

fungdo f: V(G) — {0,1,...,k} tal que, para 0 3 6
. . L. [ 4 d @
quaisquer dois vértices u,v € V(G): T Tz X3

(i) Se dg(u,v) =1, entdo |f(u) — f(v)| > 3;
(ii) Se dg(u,v) =2, entdo |f(u) — f(v)| > 2;
(iii) Se dg(u,v) =3, entdo |f(u) — f(v)| > 1.



Rotulagdo L(3,2,1)

e Uma rotulagdo L(3,2,1) de um grafo G é uma

fungdo f: V(G) — {0,1,...,k} tal que, para 0 3 6 1
. . P [ 4 d d L
quaisquer dois vértices u,v € V(G): T Tz X3 X4

(i) Se dg(u,v) =1, entdo |f(u) — f(v)| > 3;
(ii) Se dg(u,v) =2, entdo |f(u) — f(v)| > 2;
(iii) Se dg(u,v) =3, entdo |f(u) — f(v)| > 1.

e Introduzida por Liu e Shao em 2004.
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Rotulagdo L(3,2,1)

e Uma rotulagdo L(3,2,1) de um grafo G é uma

fungdo f: V(G) — {0,1,...,k} tal que, para 0 3 6 1
. . P [ 4 d d L
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e Introduzida por Liu e Shao em 2004.

® Motivacdo: Problema de atribuicdo de frequéncias.
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Rotulagdo L(3,2,1)

e Uma rotulagdo L(3,2,1) de um grafo G é uma
fung¢do f: V(G) — {0,1,...,k} tal que, para
quaisquer dois vértices u,v € V(G):

(i) Se dg(u,v) =1, entdo |f(u) — f(v)| >3
(ii) Se da(u,v) =2, entdo |f(u) — f(v)| > 2;
(iii) Se dg(u,v) =3, entdo |f(u) — f(v)| > 1

e Introduzida por Liu e Shao em 2004.

0 3 6 1
® @ @ ®
T T2 €3 Ty

® Motivacdo: Problema de atribuicdo de frequéncias.

e Familias classicas

o Caminhos, ciclos, estrelas, bipartidos completos e etc.
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Nimero cromético L(3,2,1) — A321(G)
Dada uma rotulagdo L(3,2,1) f de um grafo G-

e Span: Maior rétulo k que é atribuido pela rotulagdo f a um vértice de G.

Grafo G com span 10
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Dada uma rotulagdo L(3,2,1) f de um grafo G-
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Nimero cromético L(3,2,1) — A321(G)
Dada uma rotulagdo L(3,2,1) f de um grafo G-

e Span: Maior rétulo k que é atribuido pela rotulagdo f a um vértice de G.
e Rotulagdo L(3,2,1) 6tima: Possui o menor span possivel.

® X321(G): Span de uma rotulagdo étima.

Grafo G com span 10 Grafo G com span 7

e Se G é um grafo com grau maximo A, entdo A3 21(G) > 2A + 1.
® Se GG é um grafo com grau méximo A, entdo \321(G) < A% + A% + 3A.
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Limitante Superior para A\321(G)

Teorema 1 [Chia et al. 2011]:
Se G é um grafo com grau maximo A, entdo A3 21(G) < A3 4+ 2A
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Limitante Superior para A\321(G)

Teorema 1 [Chia et al. 2011]:
Se G é um grafo com grau maximo A, entdo A3 21(G) < A3 4+ 2A

e Consequéncia: Grafos com A(G) = 3 possuem A3 2 1(G) < 33.
e Pergunta : Existe algum grafo com A(G) = 3 que possui A3 21(G) = 337

e Objetivo de Pesquisa: Investigar subdivisdes de grafos com A(G) = 3
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Resultados Obtidos

Teorema [Luiz e Florencio 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A321(G>2) < 25.

62



Resultados Obtidos

Teorema [Luiz e Florencio 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A321(G>2) < 25.

Teorema [Luiz e Florencio 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A321(G>4) < 16.

62



Resultados Obtidos

Teorema [Luiz e Florencio 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A321(G>2) < 25.

Teorema [Luiz e Florencio 2022]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A321(G>4) < 16.

Teorema [Luiz e Santos 2023]

Se G é um grafo com A(G) = 3, entdo A321(G>4) < 12.
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